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"♣❛4✐❛❧❡ "✉✣"❛♥4❡ ♣♦✉2 ❧♦❝❛❧✐"❡2 ❧❡" ❛❝4✐✈❛4✐♦♥" ♥❡✉2♦♥❛❧❡" ♣❛2 2❛♣♣♦24 U ❧✬❛♥❛4♦♠✐❡
❝)2)❜2❛❧❡✱ ❡4 ✉♥❡ 2)"♦❧✉4✐♦♥ 4❡♠♣♦2❡❧❧❡ "✉✣"❛♥4❡ ♣♦✉2 ♦❜4❡♥✐2 ✉♥ "✉✐✈✐ ❞②♥❛♠✐#✉❡ ❞❡
❝❡" ❛❝4✐✈❛4✐♦♥"✳ ❈❡44❡ )✈♦❧✉4✐♦♥ 4❡❝❤♥♦❧♦❣✐#✉❡ "✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥❡ )✈♦❧✉4✐♦♥ ✐♥❢♦2♠❛✲
4✐#✉❡ ❡4 ❛❧❣♦2✐4❤♠✐#✉❡ 2❡♥❞❛♥4 ♣♦""✐❜❧❡ ❧❛ 2❡❝♦♥"42✉❝4✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐4❡ ❞❡ ❧❛ 4♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡"
"✐❧❧♦♥" ❝♦24✐❝❛✉① "✉2 ❝❤❛#✉❡ "✉❥❡4 ✭✏♠♦❞5❧❡" ❞❡ "✉2❢❛❝❡ ❝♦24✐❝❛❧❡✑✮✱ U ♣❛24✐2 ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❛♥❛4♦♠✐#✉❡ ❛❝#✉✐"❡ ❡♥ ■♠❛❣❡2✐❡ ❞❡ ❘)"♦♥❛♥❝❡ ▼❛❣♥)4✐#✉❡ ✭■❘▼✮✳ ▲❛ ♠✐"❡ ❛✉ ♣♦✐♥4
❞❡ ❝❡" 4❡❝❤♥✐#✉❡" ❛ ❜♦✉❧❡✈❡2") ❧❡" ❝♦♥♥❛✐""❛♥❝❡" ❞♦♥4 ♥♦✉" ❞✐"♣♦"♦♥" "✉2 ❧❡ "②"45♠❡
✈✐"✉❡❧✳ ❊♥ ✷✵✵✸✱ ❲❛♥❞❡❧❧ )❝2✐4 ✿ ✓ ❍✉♠❛♥ ❢▼❘■ ✐- ♥♦✇ ❛ ❞❡❝❛❞❡ ♦❧❞ ❛♥❞ ❛❧3❡❛❞② ❤❛-
❣❡♥❡3❛7❡❞ ♠♦3❡ ❞❛7❛ ♦♥ 7❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈✐-✉❛❧ -②-7❡♠ 7❤❛♥ ✇❛- ❝♦❧❧❡❝7❡❞ ✐♥ 7❤❡ ♣3❡✈✐♦✉- ✶✵✵
②❡❛3-✳ ✔ ❬❲❛♥❞❡❧❧ ❛♥❞ ❲❛❞❡✱ ✷✵✵✸❪✳
O♦✉2 ❧✬)4✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐"✐♦♥ ❝❤❡③ ❧✬❤♦♠♠❡✱ ✉♥❡ ❝❛24❡ ♠❛a42❡""❡ ❞❡ ❧✬■❘▼❢ 2)"✐❞❡ ❞❛♥"
❧❛ ♣♦""✐❜✐❧✐4) #✉✬❡❧❧❡ ♦✛2❡ ❞❡ ❞)❧✐♥)❡2 ❧❡" ❛✐2❡" ❢♦♥❝4✐♦♥♥❡❧❧❡" ✈✐"✉❡❧❧❡" "✉2 ❧❛ ❜❛"❡ ❞❡ ❧❡✉2
♣2♦♣2✐)4)" 2)4✐♥♦4♦♣✐#✉❡"✳ ❊♥ ❡✛❡4✱ ❡♥ ✉4✐❧✐"❛♥4 ❞❡" "4✐♠✉❧✐ ♣❛2❝♦✉2❛♥4 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐"✉❡❧
❞❡ ♠❛♥✐52❡ ♣)2✐♦❞✐#✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉4 ♠❡"✉2❡2 ❞❡" ✏✈❛❣✉❡" ❞✬❛❝4✐✈❛4✐♦♥✑ ♣)2✐♦❞✐#✉❡" ❞❡ ♠c♠❡
❢2)#✉❡♥❝❡ ❞❛♥" ❧❡" ❛✐2❡" ✈✐"✉❡❧❧❡" 2)4✐♥♦4♦♣✐#✉❡" ❬❊♥❣❡❧ ❡4 ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳ ▲✬✉4✐❧✐"❛4✐♦♥ ❝♦♥✲
❥♦✐♥4❡ ❞❡ ❝❡" "4✐♠✉❧✐ ❡4 ❞❡ ❧❛ ♣2♦❥❡❝4✐♦♥ ❞❡" 4❡❧❧❡" ❛❝4✐✈❛4✐♦♥" "✉2 ✉♥ ♠♦❞5❧❡ ❞❡ "✉2❢❛❝❡
❝♦24✐❝❛❧ ❝♦♥❞✉✐4 U ❧❛ ❞)❧✐♠✐4❛4✐♦♥ ♣2)❝✐"❡ ❞✬❛✐2❡" ✈✐"✉❡❧❧❡" ❝❤❡③ ❧✬❤♦♠♠❡✱ ❞❡ ♠❛♥✐52❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❬❙❡2❡♥♦ ❡4 ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳ ❯♥❡ 4❡❧❧❡ ❞)❧✐♥)❛4✐♦♥ ❡"4 ✉♥ ♦✉4✐❧ ♣✉✐""❛♥4 ♣♦✉2 ❧❛
❧♦❝❛❧✐"❛4✐♦♥ ❞❡ 2)"✉❧4❛4" ✐""✉" ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡2✐❡ ❢♦♥❝4✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♣❛2 2❛♣♣♦24 U ❧✬❛2❝❤✐4❡❝4✉2❡
❢♦♥❝4✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ "②"45♠❡ ✈✐"✉❡❧ ❞✉ "✉❥❡4 ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧✳ ▲❛ ❝❛24♦❣2❛♣❤✐❡ 2)4✐♥♦4♦♣✐#✉❡ ❡"4
❞✐✛)2❡♥4❡ ❞❡" ♠)4❤♦❞❡" ♣❧✉" ✓ 42❛❞✐4✐♦♥♥❡❧❧❡" ✔ ❡♥ ♠❛4✐52❡ ❞✬❛♥❛❧②"❡ ❞❡" ❞♦♥♥)❡" ❢♦♥❝✲
4✐♦♥♥❡❧❧❡" ♣❛2 ❛✉ ♠♦✐" ❞❡✉① ❛"♣❡❝4" ✿ ✭✶✮ ❡❧❧❡ 2❡#✉✐❡24 ❧✬✐♥4❡2♣2)4❛4✐♦♥ ❞❡" ❞♦♥♥)❡" ❞❛♥"
❧❡ ❝♦♥4❡①4❡ "♣❛4✐❛❧ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ✜♥❡ ❡4 ♣❧✐"")❡ #✉❡ ❝♦♥"4✐4✉❡ ❧❛ ♠❛4✐52❡ ❣2✐"❡ ✭✏"✉2❢❛❝❡
❝♦24✐❝❛❧❡✑✮ ❀ ✭✷✮ ❧❡ ♣2✐♥❝✐♣❛❧ ♣❛2❛♠542❡ ❞✬✐♥4)2c4 ❡"4 ❧❡ ❞)❝❛❧❛❣❡ 4❡♠♣♦2❡❧ ✭❧❛ ♣❤❛"❡✮ ❞❡
❧❛ 2)♣♦♥"❡ ❇❖▲❉ ❛✉ "4✐♠✉❧✉"✱ ❡4 ♥♦♥ ♣❛" "♦♥ ❛♠♣❧✐4✉❞❡✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐4✱ ❧❛ ❝❛24♦❣2❛♣❤✐❡
2)4✐♥♦4♦♣✐#✉❡ 2❡#✉✐❡24 ✉♥ ❡♥"❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠)4❤♦❞❡" ❝♦✉✈2❛♥4 ❞✐✈❡2" ❞♦♠❛✐♥❡"✱ 4❡❧" #✉❡ ❧❛
✶✶
♥❡✉#♦♣❤②(✐♦❧♦❣✐❡ ❞✉ (②(-.♠❡ ✈✐(✉❡❧✱ ❧❛ ♣❤②(✐3✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡#✐❡ ♣❛# ❘▼◆ ❡- ❧❡ -#❛✐-❡✲
♠❡♥- ❞❡ (✐❣♥❛❧ ❡- ❞✬✐♠❛❣❡(✳ ▲❛ ♣#❡♠✐.#❡ ♣❛#-✐❡ ❞❡ ❝❡ -#❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥(✐(-< = <✈❛❧✉❡# ❧❛
#♦❜✉(-❡((❡ ❞❡( ❝❛#-❡( #<-✐♥♦-♦♣✐3✉❡( 3✉❡ ♥♦✉( ♦❜-❡♥♦♥( = ♣❛#-✐# ❞❡ ❞♦♥♥<❡( ❛❝3✉✐(❡(
(✉# ✉♥ ✐♠❛❣❡✉# ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥<-✐3✉❡ ❞❡ ✸ ❚✳
▲❡( ❛❝-✐✈❛-✐♦♥( ❝<#<❜#❛❧❡( ✐♥❞✉✐-❡( ♣❛# ✉♥ (-✐♠✉❧✉( ❞✬✐♥-<#A- ❡- ❡♥#❡❣✐(-#<❡( ♣❛# ■❘▼❢
#❡♣#<(❡♥-❡♥- ❞❡( ✈❛#✐❛-✐♦♥( ❢❛✐❜❧❡( ♣❛# #❛♣♣♦#- ❛✉ (✐❣♥❛❧ ❞❡ ❜❛(❡✳ ❯♥❡ ❛♥❛❧②(❡ (-❛-✐(✲
-✐3✉❡ (✉# ✉♥ ❣#♦✉♣❡ ❞❡ (✉❥❡-( ❡(- -#.( (♦✉✈❡♥- ♥<❝❡((❛✐#❡ ♣♦✉# ❞<-❡❝-❡# ❞❡( ❛❝-✐✈❛-✐♦♥(
3✉✐ (♦✐❡♥- (✐❣♥✐✜❝❛-✐✈❡(✳ ❖# ✐❧ ❡①✐(-❡ ✉♥❡ ❣#❛♥❞❡ ✈❛#✐❛❜✐❧✐-< ❛♥❛-♦♠✐3✉❡ ❞✬✉♥ ❝❡#✈❡❛✉
= ❧✬❛✉-#❡✳ ■❧ ❡①✐(-❡ ♣❧✉(✐❡✉#( ♠<-❤♦❞❡( ❞❡ ♥♦#♠❛❧✐(❛-✐♦♥ ♣♦✉# (✬❡♥ ❛✛#❛♥❝❤✐#✳ ❯♥❡ ♣#❡✲
♠✐.#❡ ♠<-❤♦❞❡ ❝♦♥(✐(-❡ = ❞<❢♦#♠❡# ❧❡( ✐♠❛❣❡( ❛♥❛-♦♠✐3✉❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡( (✉# ✉♥ ❝❡#✈❡❛✉
❞❡ #<❢<#❡♥❝❡✱ ❛✈❛♥- ❞❡ ❢❛✐#❡ ❧✬❛♥❛❧②(❡ (-❛-✐(-✐3✉❡ ❞❡ ❣#♦✉♣❡✳ ❈❡--❡ ♠<-❤♦❞❡ ✈♦❧✉♠✐3✉❡
♥❡ #❡(♣❡❝-❡ ♣❛( ❧❛ -♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡( ❛❝-✐✈❛-✐♦♥( (✉# ❧❡( (✉#❢❛❝❡( ❝♦#-✐❝❛❧❡( ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡(✳ ❈❡❧❛
♣❡✉- ❝♦♥❞✉✐#❡ = ❞❡( ❡##❡✉#( ❞❡ ❧♦❝❛❧✐(❛-✐♦♥ ✐♠♣♦#-❛♥-❡(✱ ❡♥ ♣❛#-✐❝✉❧✐❡# ❞❛♥( ❧❡ ❝♦#-❡①
✈✐(✉❡❧ 3✉✐ ❝♦♠♣♦#-❡ ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ #❡♣❧✐❡♠❡♥- ❝♦#-✐❝❛❧ <❧❡✈<✳ K♦✉# ♣❛❧❧✐❡# ❝❡ ♣#♦❜❧.♠❡✱
✉♥ ❛✉-#❡ -②♣❡ ❞❡ ♠<-❤♦❞❡ ✭✏♥♦#♠❛❧✐(❛-✐♦♥ (✉#❢❛❝✐3✉❡✑✮ ❝♦♥(✐(-❡ = ❞<❢♦#♠❡# ❧❡( ♠♦❞.❧❡(
✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧( ❞❡ (✉#❢❛❝❡ ❝♦#-✐❝❛❧❡ ♣♦✉# ❧❡( ❢❛✐#❡ ❝♦##❡(♣♦♥❞#❡ ❛✉① ❝✐#❝♦♥✈♦❧✉-✐♦♥( ❝♦#-✐✲
❝❛❧❡( ❞✬✉♥ ♠♦❞.❧❡ ❞❡ #<❢<#❡♥❝❡✳ ■❧ ❛ <-< ♠♦♥-#< 3✉❡ ❝❡--❡ ❛♣♣#♦❝❤❡ ❡(- ♣#<❢<#❛❜❧❡ = ❧❛
♠<-❤♦❞❡ ✈♦❧✉♠✐3✉❡ ♣♦✉# ❞❡( ❛♥❛❧②(❡( ❞❡ ❣#♦✉♣❡( ❞❛♥( ❧❡( ❛✐#❡( ✈✐(✉❡❧❧❡(✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥-✱
❡❧❧❡ ❢❛✐- ❧✬❤②♣♦-❤.(❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦##❡(♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥-#❡ ❧❡ #<❛❧✐❣♥❡♠❡♥- ❛♥❛-♦♠✐3✉❡ ❞❡( (✐❧❧♦♥(
❡- ❧❡ #<❛❧✐❣♥❡♠❡♥- ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡❧ ❞❡( ❛✐#❡( ✈✐(✉❡❧❧❡(✳ ❯♥❡ <-✉❞❡ #<❝❡♥-❡ ♠♦♥-#❡ 3✉✬✐❧ ❡(-
♣♦((✐❜❧❡ ❞❡ ♣#<❞✐#❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐(❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐#❡ ❱✶ ❞❡ ♠❛♥✐.#❡ #♦❜✉(-❡ = ♣❛#-✐# ❞✬✉♥❡ ♥♦#✲
♠❛❧✐(❛-✐♦♥ (✉#❢❛❝✐3✉❡ ❬❍✐♥❞( ❡- ❛❧✳✱ ✷✵✵✽❪✳ ▼❛✐( ✐❧ ♥✬❛ ♣❛( ❡♥❝♦#❡ <-< ❞<♠♦♥-#< 3✉❡ ❧❛
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❆ ❧✬#*✉✐❧✐❜$❡ )❤❡$♠♦❞②♥❛♠✐*✉❡✱ ❧❛ $#♣❛$)✐)✐♦♥ ❞❡- -♣✐♥- ❡♥)$❡ ❧❡- ❞❡✉① #)❛)- α ❡)






❛✈❡❝ Nα ❡) Nβ ❧❡ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ -♣✐♥- ❞❛♥- ❧❡- #)❛)- α ❡) β 6 ❧✬#*✉✐❧✐❜$❡✳ ❉❛♥- ❧❡- ❝♦♥✲
❞✐)✐♦♥- ❡①♣#$✐♠❡♥)❛❧❡- ❤❛❜✐)✉❡❧❧❡-✱ △E ❡-) )♦✉❥♦✉$- )$@- ✐♥❢#$✐❡✉$ 6 ❦❚ ✿ ❧❛ ❞✐✛#$❡♥❝❡
❞❡- ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥- α ❡) β ❡-) ❞♦♥❝ ❢❛✐❜❧❡ ✭♦$❞$❡ ❞❡ ❣$❛♥❞❡✉$ ❞❡ 10−6✮✱ ❡) ♣❛$ ❝♦♥-#*✉❡♥)✱
❧❛ ♣♦❧❛$✐-❛)✐♦♥ ♠❛❣♥#)✐*✉❡ ♠❛❝$♦-❝♦♣✐*✉❡ ❣#♥#$#❡ ♣❛$ ❝❡))❡ ❞✐✛#$❡♥❝❡ ❞❡ ♣♦♣✉❧❛)✐♦♥-✱
❡-)✱ ❡❧❧❡ ❛✉--✐✱ ❡①)$G♠❡♠❡♥) ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❛ ♣♦❧❛$✐-❛)✐♦♥ ♠❛❣♥#)✐*✉❡ ♠❛❝$♦-❝♦♣✐*✉❡ ❞❛♥-
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❞❡ ,♣✐♥,✳ ❖♥ ♣❛#❧❡ ❞✬ ✏ ✐♠♣✉❧%✐♦♥% ❘❋ ❞❡ ✶✽✵ ❞❡❣01%✑ ♦✉ ❞✬ ✏✐♠♣✉❧%✐♦♥% ❘❋ ❞❡
✾✵ ❞❡❣01%✑ ,❡❧♦♥ /✉✬❡❧❧❡, ♦♥& ♣♦✉# ❡✛❡& ❞❡ ❜❛,❝✉❧❡# ❧✬❛✐♠❛♥&❛&✐♦♥ ❧♦♥❣✐&✉❞✐♥❛❧❡ ❞✬✉♥
❛♥❣❧❡ α ❞❡ ✶✽✵➦✱ ❝✬❡,&✲E✲❞✐#❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡#,❡#✱ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❜❛,❝✉❧❡# ❞❡ ✾✵➦ ✿ ❧✬❛✐♠❛♥&❛&✐♦♥ ❞❡✲
✈✐❡♥& ❛❧♦#, ✏40❛♥%✈❡0%❛❧❡✑✳ ❉✉ ♣♦✐♥& ❞❡ ✈✉❡ /✉❛♥&✐/✉❡✱ ❧✬✐♠♣✉❧,✐♦♥ ❘❋ ✶✽✵➦ ❛♣♣♦#&❡
❛,,❡③ ❞✬1♥❡#❣✐❡ ❛✉ ,②,&5♠❡ ❞❡ ,♣✐♥, ♣♦✉# ✐♥✈❡#,❡# ❧❡, ♣♦♣✉❧❛&✐♦♥, ❞❡, ✷ ♥✐✈❡❛✉① 1♥❡#❣1✲
&✐/✉❡,✱ &❛♥❞✐, /✉❡ ❧✬✐♠♣✉❧,✐♦♥ ✾✵➦ ❧❡, 1❣❛❧✐,❡✱ ❡& ✐♥&#♦❞✉✐& ✉♥❡ ✏❝♦❤1#❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛,❡✑ ❞❡,
♣#1❝❡,,✐♦♥, ❞❡, ,♣✐♥,✳
❆♣#5, ❧❛ ♣❡#&✉#❜❛&✐♦♥✱ ❧❡ ,②,&5♠❡ ❞❡ ,♣✐♥ #❡&♦✉#♥❡ E ,♦♥ 1/✉✐❧✐❜#❡ &❤❡#♠✐/✉❡ ♣❛#
❞✐✛1#❡♥&, ♠1❝❛♥✐,♠❡, ❞❡ #❡❧❛①❛&✐♦♥✱ ❝❡ /✉✐ ,❡ &#❛❞✉✐& ♠❛❝#♦,❝♦♣✐/✉❡♠❡♥& ♣❛# ✉♥ #❡&♦✉#
❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥&❛&✐♦♥ ❧♦♥❣✐&✉❞✐♥❛❧❡ E ,❛ ✈❛❧❡✉# ❞✬1/✉✐❧✐❜#❡ ✭#❡❧❛①❛&✐♦♥ ❧♦♥❣✐&✉❞✐♥❛❧❡✮✱ ❡& ✉♥❡
❛♥♥✉❧❛&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥&❛&✐♦♥ &#❛♥,✈❡#,❛❧❡ ✭#❡❧❛①❛&✐♦♥ &#❛♥,✈❡#,❛❧❡✮✳
▲❡, ✐♠♣✉❧,✐♦♥, ❘❋ ,♦♥& ♣#♦❞✉✐&❡, ♣❛# ❞❡, ❜♦❜✐♥❡, /✉✐ ❣1♥5#❡♥& ✉♥ ❝❤❛♠♣
−→
B1 ♣♦✲
❧❛#✐,1 ❝✐#❝✉❧❛✐#❡♠❡♥& ❞❛♥, ✉♥ ♣❧❛♥ ①② ♣❡#♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐#❡ E
−→
B0 ✱ ❡& ♦,❝✐❧❧❛♥& E ❧❛ ❢#1/✉❡♥❝❡
❞❡ ▲❛#♠♦#✳ ❈❡ ,♦♥& ❛✉,,✐ ❝❡, ❜♦❜✐♥❡, /✉✐ ❡♥#❡❣✐,&#❡♥& ❧❡, ✈❛#✐❛&✐♦♥, ♠❛❣♥1&✐/✉❡, ❞❡ ❧❛
♣#1❝❡,,✐♦♥ ❞✉ ,✐❣♥❛❧ ❘▼◆ &#❛♥,✈❡#,❛❧ ❞❡ ❧❛ #1♣♦♥,❡ ❞✉ ,②,&5♠❡ ❞❡ ,♣✐♥, E ❧❛ ♣❡#&✉#❜❛✲
&✐♦♥ ✭✈♦✐# ✜❣✉#❡ ✶✳✶✵✮✳ ▲❡, ♣#♦♣#✐1&1, ❝❛#❛❝&1#✐,&✐/✉❡, ❞❡ ❝❡ ,✐❣♥❛❧ ♣❡#♠❡&&❡♥& ❞✬♦❜&❡♥✐#
❞❡, ✐♥❢♦#♠❛&✐♦♥, ,✉# ❧✬1❝❤❛♥&✐❧❧♦♥✳
▲✬✐♥&❡#❛❝&✐♦♥ ❞❡, ,♣✐♥, ❛✈❡❝ ❧❡✉# ❡♥&♦✉#❛❣❡ ✭#❡❧❛①❛&✐♦♥ ,♣✐♥✲#1,❡❛✉✮ ♣#♦✈♦/✉❡ ✉♥❡
❞1❝#♦✐,,❛♥❝❡ ❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥&❛&✐♦♥ ❧♦♥❣✐&✉❞✐♥❛❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ &❡♠♣, ❞❡ #❡❧❛①❛&✐♦♥
❛♣♣❡❧1 T1✳
❧✬✐♥&❡#❛❝&✐♦♥ ❞❡, ,♣✐♥, ❡♥&#❡ ❡✉① ✭#❡❧❛①❛&✐♦♥ ,♣✐♥✲,♣✐♥✮ ❞✐♠✐♥✉❡ ❞❡ ❢❛S♦♥ ❡①♣♦♥❡♥✲
&✐❡❧❧❡ ❧✬❛✐♠❛♥&❛&✐♦♥ &#❛♥,✈❡#,❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ &❡♠♣, ❞❡ #❡❧❛①❛&✐♦♥ ❛♣♣❡❧1 T2✳
❋✐❣✉#❡ ✶✳✶✵✿ ▲❛ ♣❡$%✉$❜❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥%❛%✐♦♥ ▼ ❡% 0♦♥ $❡%♦✉$ 1 0♦♥ 23✉✐❧✐❜$❡ %❤❡$♠✐3✉❡ ✐♥❞✉✐0❡♥%
✉♥ 0✐❣♥❛❧ 2❧❡❝%$✐3✉❡ ❙✭%✮ ❛✉① ❜♦$♥❡0 ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ♠❛❣♥2%✐3✉❡ ❘❋ ♣❧❛❝2❡ ❞❛♥0 ✉♥ ♣❧❛♥ ♣❡$♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐$❡
❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥2%✐3✉❡ 0%❛%✐3✉❡ B0✳
❚❡♠♣% ❞❡ 0❡❧❛①❛4✐♦♥ ❚1
❆♣#5, ✉♥❡ ✐♠♣✉❧,✐♦♥ ❘❋ ❞❡ ❜❛,❝✉❧❡♠❡♥&✱ ❧❡ ,②,&5♠❡ ❞❡ ,♣✐♥, &#❛♥,❢5#❡ ❞❡ ❧✬1♥❡#❣✐❡
E ,♦♥ ❡♥&♦✉#❛❣❡ ✭#❡❧❛①❛&✐♦♥ ,♣✐♥✲#1,❡❛✉✮ ❡& #❡✈✐❡♥& E ❧✬1/✉✐❧✐❜#❡ &❤❡#♠♦❞②♥❛♠✐/✉❡ ❞❡
♠❛♥✐5#❡ ❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡✱ ❝❡ /✉✐ ,❡ &#❛❞✉✐& ♣❛# ✉♥ #❡&♦✉# ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥&❛&✐♦♥ ❧♦♥❣✐&✉❞✐♥❛❧❡
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∗
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∗


















♦L δB0 &❡♣&0*❡♥1❡ ❧❡* ✐♥❤♦♠♦❣0♥0✐10* ❞❡ ❝❤❛♠♣ *✉& ❧❡ ✈♦❧✉♠❡ ❡①♣❧♦&0✳




❋❛✐&❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡&✐❡ ♣❛& &0*♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥01✐;✉❡ ❝♦&&❡*♣♦♥❞  ❛❝;✉0&✐& ❧❡ *✐❣♥❛❧ ❘▼◆
❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♥❢♦&♠❛1✐♦♥ *♣❛1✐❛❧❡✳ O♦✉& ❝❡❧❛✱ ♦♥ ❡♥❝♦❞❡ ❧✬❡*♣❛❝❡ ❞❛♥* ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡* ❢&0✲
;✉❡♥❝❡* *♣❛1✐❛❧❡*✱ ❛♣♣❡❧0 ✏❡*♣❛❝❡✲
−→
k ✑ ❡♥ *✉♣❡&♣♦*❛♥1 ❛✉ ❝❤❛♠♣ *1❛1✐;✉❡ ❞❡* ❣&❛❞✐❡♥1*
❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥01✐;✉❡ ❧✐♥0❛✐&❡
−→
G ✳ ▲❛ ❢&0;✉❡♥❝❡ ❞❡ ▲❛&♠♦& ❞❡* ♣&♦1♦♥* ❡*1 ♣&♦♣♦&1✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥01✐;✉❡ ❛♣♣❧✐;✉0 ✿ ω(−→r ) = ω0 + γ−→G.−→r ✱ ♦L w(−→r ) ❡*1 ❧❛ ♣✉❧*❛1✐♦♥
❞❡ &0*♦♥❛♥❝❡ ❡①♣&✐♠0❡ ❞❛♥* ✉♥ &0❢0&❡♥1✐❡❧ 1♦✉&♥❛♥1  ❧❛ ❢&0;✉❡♥❝❡ ❞❡ ▲❛&♠♦& ❛✉① ❝♦✲
♦&❞♦♥♥0❡* *♣❛1✐❛❧❡*
−→r ❞❡♣✉✐* ❧❡ ❝❡♥1&❡ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥1✳ ❖♥ ❛11&✐❜✉❡ ❛✐♥*✐ ✉♥❡ ❢&0;✉❡♥❝❡ ❞❡
&0*♦♥❛♥❝❡ ♣❛&1✐❝✉❧✐R&❡  ❝❤❛;✉❡ ♣♦✐♥1 ❞❡ ❧✬❡*♣❛❝❡✱ ❡1 ♦♥ ♣❡✉1 ❡♥*✉✐1❡ ❞0❞✉✐&❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡
❧✬♦❜❥❡1 ❡♥ ✉♥❡ *❡✉❧❡ 1&❛♥*❢♦&♠❛1✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉&✐❡& ❛♣♣❧✐;✉0❡ ❛✉ *✐❣♥❛❧ ❞❡ ♣&0❝❡**✐♦♥ ❧✐❜&❡
❬❑✉♠❛& ❡1 ❛❧✳✱ ✶✾✼✺❪✳








♦L ρ(−→r ) ❡*1 ❧❛ ❞❡♥*✐10 ❞✬❛✐♠❛♥1❛1✐♦♥ 1&❛♥*✈❡&*❛❧❡ ❝&00❡ ♣❛& ❧✬✐♠♣✉❧*✐♦♥ ❞✬❡①❝✐1❛1✐♦♥✳
❉❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡✲
−→
k ❞❡* ❢&0;✉❡♥❝❡* *♣❛1✐❛❧❡* ❡♥❝♦❞0❡* ♣❛& ❧❡ ❣&❛❞✐❡♥1
−→
















k .−→r dr = TF−1(ρ(−→r ))
✸✶
❖♥ ♣❡✉% ❡♥&✉✐%❡ (❡✈❡♥✐( * ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥& ❧✬❡&♣❛❝❡ (2❡❧
−→r ❣(3❝❡ * ✉♥❡ %(❛♥&❢♦(♠❛%✐♦♥







k .−→r dk = TF (S(
−→
k ))
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✷ ✕ ▲❛ ♠#♠❡ ✐♠❛❣❡ ❡'( )❡♣)+'❡♥(+❡ ❞❛♥' ❧✬❡'♣❛❝❡ )+❡❧ ✭2 ❣❛✉❝❤❡✮ ❡( ❞❛♥' ❧✬❡'♣❛❝❡
❢)+7✉❡♥(✐❡❧ ✭2 ❞)♦✐(❡✮✳ ❖♥ ♣❛''❡ ❞❡ ❧✬✉♥❡ 2 ❧✬❛✉()❡ ♣❛) ✉♥❡ ()❛♥'❢♦)♠❛(✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉)✐❡)✳ ❖♥ ♣❡✉( ♥♦(❡)
7✉❡ ❧❛ ♠❛❥❡✉)❡ ♣❛)(✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦)♠❛(✐♦♥ '♣❛(✐❛❧❡ '❡ ()♦✉✈❡ ❞❛♥' ❧❡' ❜❛''❡' ❢)+7✉❡♥❝❡' '♣❛(✐❛❧❡' ✭♣)♦❝❤❡'
❞✉ ❝❡♥()❡ ❞❛♥' ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❞)♦✐(❡✮✳
❊♥ ♣(❛%✐B✉❡✱ ❧❡ ❝❡(✈❡❛✉ ❞✬✉♥ &✉❥❡% ♣❡✉% E%(❡ ✐♠❛❣2 ❝♦✉♣❡ ♣❛( ❝♦✉♣❡✳ ❖♥ ✉%✐❧✐&❡
❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧&✐♦♥ ❘❋ &2❧❡❝%✐✈❡ ❡♥ ❢(2B✉❡♥❝❡ ♣♦✉( ❣2♥2(❡( ✉♥❡ ❛✐♠❛♥%❛%✐♦♥ ❞❛♥& ✉♥❡
%(❛♥❝❤❡ ❞❡ ❧✬2❝❤❛♥%✐❧❧♦♥ &❛♥& ♣❡(%✉(❜❡( ❧✬❛✐♠❛♥%❛%✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❛✉%♦✉(✳ ▲❡ &✐❣♥❛❧ ❘▼◆
♥❡ ♣(♦✈✐❡♥❞(❛ ❛❧♦(& B✉❡ ❞❡ ❧❛ %(❛♥❝❤❡ ❡①❝✐%2❡ ❡% ✐❧ &✉✣(❛ ♣❛( ❧❛ &✉✐%❡ ❞❡ ❧❡ ❧♦❝❛❧✐&❡( ❡♥
❞❡✉① ❞✐♠❡♥&✐♦♥& ❞❛♥& ❧✬❡&♣❛❝❡✲
−→
k ❝♦((❡&♣♦♥❞❛♥% * ❧❛ ❝♦✉♣❡✳
▲❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡(✐❡ ❝♦♥&✐&%❡ * 2❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❡( ❧✬❡&♣❛❝❡✲
−→
k ✱ ❝✬❡&%✲*✲❞✐(❡ * ❧❡ ✓
♣❛(❝♦✉(✐( ✔ * ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❣(❛❞✐❡♥%&
−→
G (t) %♦✉% ❡♥ ♠❡&✉(❛♥% ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❡% ❧❛ ♣❤❛&❡ ❞✉
&✐❣♥❛❧✳ ❯♥ ♠♦❞❡ ❞✬2❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❝♦✉(❛♠♠❡♥% ✉%✐❧✐&2 ❝♦♥&✐&%❡ * ♣❛(❝♦✉(✐( ❧✬❡&♣❛❝❡✲
−→
k
❧✐❣♥❡ ♣❛( ❧✐❣♥❡✱ ❡% * 2❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❡( ❝❡% ❡&♣❛❝❡ &✉( ✉♥❡ ❣(✐❧❧❡ ❝❛(%2&✐❡♥♥❡ ✭✈♦✐( ✜❣✉(❡
✶✳✶✸✮✳
▲✬2%❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❛♥& ❧✬❡&♣❛❝❡✲
−→
k B✉✐ ❡&% 2❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥2❡ ✭∆kx ❡% ∆ky✱ ✈♦✐( ✜✲









❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✸ ✕ ❊❝❤❛♥%✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡-♣❛❝❡✲
−→
k -✉1 ✉♥❡ ❣1✐❧❧❡ ❝❛1%2-✐❡♥♥❡ ❞❡ ♣❛- δkx ❡% δky ❡%
❞✬2%❡♥❞✉❡ ∆kx ❡% ∆ky ❞❛♥- ❧❡- ❞✐1❡❝%✐♦♥- ❤♦1✐③♦♥%❛❧❡- ✭①✮ ❡% ✈❡1%✐❝❛❧❡- ✭②✮✳ ❉❛♥- ❝❡% ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❡-♣❛❝❡✲−→
k ❡-% ♣❛1❝♦✉1✉ ❧✐❣♥❡ ♣❛1 ❧✐❣♥❡✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡-% ❧❡ ❝❛- ♣♦✉1 ✉♥❡ -2=✉❡♥❝❡ ❡♥ 2❝❤♦ ❞❡ -♣✐♥✳








▲❛ ③♦♥❡ ❝❡♥+(❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡)♣❛❝❡✲❦ ❝♦((❡)♣♦♥❞ ❛✉① ❜❛))❡) ❢(/G✉❡♥❝❡) )♣❛+✐❛❧❡)✱ ❝✬❡)+✲H✲
❞✐(❡ ❛✉ ❝♦♥+(❛)+❡) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❬❚✇✐❡❣✱ ✶✾✽✸❪✳ ▲❡) ③♦♥❡) ♣/(✐♣❤/(✐G✉❡) ❝♦((❡)♣♦♥❞❡♥+ ❛✉①
❤❛✉+❡) ❢(/G✉❡♥❝❡) )♣❛+✐❛❧❡)✱ ❝✬❡)+✲H✲❞✐(❡ ❛✉① ❞/+❛✐❧) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❬O❡+❡())♦♥ ❡+ ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱
▼❡③(✐❝❤✱ ✶✾✾✺❪✳
■❧ ❡)+ H ♥♦+❡( G✉❡ ❧❡ )✐❣♥❛❧ ❞❛♥) ❧✬❡)♣❛❝❡✲
−→
k ♣♦))R❞❡ ✉♥❡ )②♠/+(✐❡ ❤❡(♠✐+✐❡♥♥❡✱ ❝✬❡)+✲
H✲❞✐(❡ G✉❡ ❧❡ )✐❣♥❛❧ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥+
~k0 ❞❡ ❧✬❡)♣❛❝❡✲
−→
k ❡)+ ❧❡ ❝♦♥❥✉❣✉/ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞✉ )✐❣♥❛❧
❛✉ ♣♦✐♥+ −~k0✳ ❈❡(+❛✐♥❡) )/G✉❡♥❝❡) ❣❛❣♥❡♥+ ❞✉ +❡♠♣) ❡♥ ❢❛✐)❛♥+ ✉♥❡ ❛❝G✉✐)✐+✐♦♥ )✉( ❧❛
♠♦✐+✐/ ❞❡ ❧✬❡)♣❛❝❡✲
−→
k ✱ ❡+ ❡♥ ❞/❞✉✐)❛♥+ ❧✬❛✉+(❡ ♠♦✐+✐/ ❞❡ ❧✬❡)♣❛❝❡✲
−→
k ♣❛( )②♠/+(✐❡ ✭✈♦✐(
)❡❝+✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✻✮✳
●!❛❞✐❡♥'( ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ❢!-.✉❡♥❝❡ ❡' ❡♥ ♣❤❛(❡
▲❡ ❝♦❞❛❣❡ )♣❛+✐❛❧ (❡♣♦)❡ )✉( ❧✬❛♣♣❧✐❝❛+✐♦♥ )✉❝❝❡))✐✈❡ ❞❡ ❣(❛❞✐❡♥+) ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛✲
❣♥/+✐G✉❡✳ ❖♥ ✉+✐❧✐)❡ ❞✬❛❜♦(❞ ✉♥ ❣(❛❞✐❡♥+ ❞❡ )/❧❡❝+✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ●z G✉✐ ♣❡(♠❡+ ❞❡ )/❧❡❝✲
+✐♦♥♥❡( ❧❡ ♣❧❛♥ ❛♥❛+♦♠✐G✉❡ G✉✐ ✈❛ Y+(❡ ❡①♣❧♦(/✳ ❉❛♥) ❧❡ ❝❛) ❞✬✉♥❡ )/G✉❡♥❝❡ ❞✬✐♠❛❣❡(✐❡
❡♥ ✷❉✱ ♦♥ ❛♣♣❧✐G✉❡ ❝❡ ❣(❛❞✐❡♥+ ♣❡(♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐(❡♠❡♥+ ❛✉ ♣❧❛♥ ❞✬✐♥+/(Y+ ♣❡♥❞❛♥+ ❧✬✐♠♣✉❧✲
)✐♦♥ ❘❋ ❞❡ ❜❛)❝✉❧❡♠❡♥+ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥+❛+✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡(♠❡+ ❞❡ ❞♦♥♥❡( H ❝❤❛G✉❡ ❝♦✉♣❡ ❞✉
✈♦❧✉♠❡ ❞✬✐♥+/(Y+ ✉♥❡ ❢(/G✉❡♥❝❡ ❞❡ ▲❛(♠♦( ❧/❣R(❡♠❡♥+ ❞✐✛/(❡♥+❡✳ ▲✬✐♠♣✉❧)✐♦♥ ❘❋ )❡(❛
H ❧❛ ❢(/G✉❡♥❝❡ ❝♦((❡)♣♦♥❞❛♥+❡ H ❝❡❧❧❡ ❞❡) ♣(♦+♦♥) ❞❡ ❧❛ +(❛♥❝❤❡ ❞✬✐♥+/(Y+✳ ❆✐♥)✐✱ )❡✉❧❡





k ❝♦))❡#♣♦♥❞❛♥, ❛✉ ♣❧❛♥ ❜✐❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧ #2❧❡❝,✐♦♥♥2 ❡#, ❡♥#✉✐,❡ 2❝❤❛♥✲
,✐❧❧♦♥♥2 ♣❛) ❞❡✉① ,②♣❡# ❞❡ ❣)❛❞✐❡♥,#✳ ❯♥ ♣)❡♠✐❡) ❣)❛❞✐❡♥, Gx ✱ ❛♣♣❡❧2 ❣)❛❞✐❡♥, ❞❡
❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ❢)2;✉❡♥❝❡✱ ❡#, ❛♣♣❧✐;✉2 ❞❛♥# ❧❛ ❞✐)❡❝,✐♦♥ ①✳ ■❧ ❞♦♥♥❡ = ❝❤❛;✉❡ ❝♦❧♦♥♥❡ ❞❡
❧✬❡#♣❛❝❡✲
−→
k ✉♥❡ ❢)2;✉❡♥❝❡ ❞❡ ♣)2❝❡##✐♦♥ ❞✐✛2)❡♥,❡✳ ❯♥ ❞❡✉①✐?♠❡ ❣)❛❞✐❡♥, Gy ✱ ❛♣♣❡❧2
❣)❛❞✐❡♥, ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ♣❤❛#❡✱ ❞♦♥♥❡ = ❝❤❛;✉❡ ❧✐❣♥❡ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ❞2♣❤❛#❛❣❡ ❞✐✛2)❡♥,❡
♣♦✉) ❧❛ ♣)2❝❡##✐♦♥ ❞❡# #♣✐♥#✳ ❈❤❛;✉❡ ♣♦✐♥, ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡✲
−→
k ❡#, ❛✐♥#✐ ❝❛)❛❝,2)✐#2 ♣❛) ✉♥
❝♦✉♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉) ✭❢)2;✉❡♥❝❡✱ ♣❤❛#❡ ❞❡ ♣)2❝❡##✐♦♥✮ ;✉✐ ❧✉✐ ❡#, #♣2❝✐✜;✉❡✳ ▲❡# #2;✉❡♥❝❡#
❞✬❛❝;✉✐#✐,✐♦♥ ❝♦♥#✐#,❡♥, = ❛♣♣❧✐;✉❡) ❧❡# ❣)❛❞✐❡♥,# Gx✱ Gy ❡, ●z ❞❡ ♠❛♥✐?)❡ = ♣❛)❝♦✉)✐)
❧✬❡#♣❛❝❡✲
−→
k #✉) ❝❤❛;✉❡ ♣❧❛♥ ❞❡ ❝♦✉♣❡ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞✬✐♥,2)F,✳
■♠❛❣❡%✐❡ ❡♥ (❝❤♦ ❞❡ ❣%❛❞✐❡♥-✱ ❡- ❡♥ (❝❤♦ ❞❡ /♣✐♥
▲❡# #2;✉❡♥❝❡# ❞✬✐♠❛❣❡)✐❡ )❡♣♦#❡♥, ♣♦✉) ❧❛ ♣❧✉♣❛), #✉) ❧✬❛❝;✉✐#✐,✐♦♥ ❞❡ ❧✬2❝❤♦ ❞✉
#✐❣♥❛❧ ❘▼◆✱ ❣2♥2)❛❧❡♠❡♥, ✉♥ 2❝❤♦ ❞❡ #♣✐♥ ♦✉ ✉♥ 2❝❤♦ ❞❡ ❣)❛❞✐❡♥,✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✹ ✕ ❙❝❤#♠❛ ✐❧❧✉)*+❛♥* ❧✬#❝❤♦ ❞❡ )♣✐♥✳ ▲❡) )♣✐♥) )❡ ❞#♣❤❛)❡♥* )♦✉) ❧✬❡✛❡* ❝♦♥❥✉❣✉# ❞❡ ❧❛
+❡❧❛①❛*✐♦♥ )♣✐♥✲)♣✐♥ ❡* ❞❡) ❤#*#+♦❣#♥#✐*#) ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❝❡ 9✉✐ ❛ ♣♦✉+ ❡✛❡* ❞❡ ❢❛✐+❡ ❞#❝+♦✐*+❡ ❧✬❛✐♠❛♥*❛*✐♦♥
*+❛♥)✈❡+)❛❧❡ ♠❛❝+♦)❝♦♣✐9✉❡✳ ▲❡) ❤#*#+♦❣#♥#✐*#) ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞#♣❤❛)❡♥* ❧❡) )♣✐♥) ❞❡ ♠❛♥✐<+❡ +#✈❡+)✐❜❧❡✳
❯♥❡ ✐♠♣✉❧)✐♦♥ ✶✽✵➦ ❛♣♣❧✐9✉# B ❚❊✴✷ ❞❛♥) ❧❡ ♣❧❛♥ ①② ✐♥✈❡+)❡ ❛❧♦+) ❧❡ )❡♥) ❞❡ +♦*❛*✐♦♥ ❞❡) )♣✐♥)✱ 9✉✐ )❡
+❡♣❤❛)❡♥* ✿ ❧✬❛✐♠❛♥*❛*✐♦♥ *+❛♥)✈❡+)❛❧❡ +❡*+♦✉✈❡ )❛ ✈❛❧❡✉+ ✐♥✐*✐❛❧❡✱ ❛♣+<) ❧❡ *❡♠♣) ❞✬#❝❤♦ ❚❊
❊❝❤♦ ❞❡ /♣✐♥
❆♣"#$ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧$✐♦♥ ❘❋ ❞❡ ✾✵➦✱ ❧✬❛✐♠❛♥4❛4✐♦♥ ❡$4 ❜❛$❝✉❧7❡ ❞❛♥$ ❧❡ ♣❧❛♥ 4"❛♥$✈❡"$❛❧✳
▲❛ "❡❧❛①❛4✐♦♥ $♣✐♥✲$♣✐♥ ❡4 ❧❡$ ✐♥❤♦♠♦❣7♥7✐47$ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❝"7❡♥4 ✉♥ ❞7♣❤❛$❛❣❡ ♣"♦❣"❡$$✐❢
❞❡$ $♣✐♥$✱ ❝❡ @✉✐ ❛ ♣♦✉" ❡✛❡4 ❞❡ ❢❛✐"❡ ❞7❝"♦✐4"❡ ❧✬❛✐♠❛♥4❛4✐♦♥ 4"❛♥$✈❡"$❛❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥ 4❡♠♣$
✸✹
T ∗2 ✳ ▲❛ #❡❧❛①❛'✐♦♥ +♣✐♥✲+♣✐♥ ❡+' ✉♥ ♣❤0♥♦♠2♥❡ ✐##0✈❡#+✐❜❧❡✳ ❊♥ #❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❡+' ♣♦++✐❜❧❡
❞❡ #❡❢♦❝❛❧✐+❡# ❧❡+ ❞0♣❤❛+❛❣❡+ ❞❡+ +♣✐♥+ ❞✉+ ❛✉① ❤0'0#♦❣0♥0✐'0+ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥ ❛♣♣❧✐;✉❛♥'
✉♥❡ ✐♠♣✉❧+✐♦♥ ❞❡ #❡❢♦❝❛❧✐+❛'✐♦♥ ❞❡ ✶✽✵➦ ❞❛♥# ❧❡ ♣❧❛♥ ①②✱ ❛♣*+# ✉♥ -❡♠♣# τ ✭✈♦✐* ✜❣✉*❡
✶✳✶✹✮✳ ❈❡--❡ ✐♠♣✉❧#✐♦♥ ✐♥✈❡*#❡ ❧❡ ❞:♣❤❛#❛❣❡ ❞❡# #♣✐♥#✱ ❡- ❧✬❛✐♠❛♥-❛-✐♦♥ -*❛♥#✈❡*#❛❧❡
#❡ *❡❢♦*♠❡ ❛✉ -❡♠♣# ✷τ ✱ ❢♦*♠❛♥- ❝❡ @✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥ ✏:❝❤♦ ❞❡ #♣✐♥✑✳ ▲❡ -❡♠♣# ✷τ
❝♦**❡#♣♦♥❞ D ❝❡ @✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡  ❡♠♣$ ❞✬'❝❤♦ ❚❊✳ ▲❡ -❡♠♣# ❞❡ ❞:❝*♦✐##❛♥❝❡ ❞❡ ❧✬❡♥✲
✈❡❧♦♣♣❡ ❡①♣♦♥❡♥-✐❡❧❧❡ ❞❡# ♣✐❝# ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❛ ❛❧♦*# ✉♥ -❡♠♣# ❝❛*❛❝-:*✐#-✐@✉❡ :@✉✐✈❛❧❡♥- ❛✉
❚2 ✭✈♦✐* ✜❣✉*❡ ✶✳✶✹✮✳ ▲✬✐♠♣✉❧#✐♦♥ ❞❡ *❡❢♦❝❛❧✐#❛-✐♦♥ ❞❡ ✶✽✵➦ ♣❡*♠❡- ❞♦♥❝ ❞❡ #✬❛✛*❛♥❝❤✐*
❞❡# ❡✛❡-# ❞✬✐♥❤♦♠♦❣:♥:✐-:# ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣♦✉* *❡-*♦✉✈❡* ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ *❡❧❛①❛-✐♦♥ -*❛♥#✈❡*✲
#❛❧❡ #♣✐♥✲#♣✐♥✳ ▲❡# #:@✉❡♥❝❡# ❞✬❛❝@✉✐#✐-✐♦♥ ❡♥ :❝❤♦ ❞❡ #♣✐♥ #❡*✈❡♥- ❞♦♥❝ D ♦❜-❡♥✐* ✉♥❡
♣♦♥❞:*❛-✐♦♥ ❡♥ T2✳
❊♥ ♣*❛-✐@✉❡✱ ❧♦*# ❞✬✉♥❡ #:@✉❡♥❝❡ ❡♥ :❝❤♦ ❞❡ #♣✐♥✱ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧#✐♦♥ ❘❋ ❞❡ ❜❛#❝✉❧❡♠❡♥-
❞❡ ✾✵➦ @✉✐ ♣❡*♠❡- ❧✬❛❝@✉✐#✐-✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡✲
−→
k ✭✈♦✐* ✜❣✉*❡ ✶✳✶✸✮✱ ❛✉ ♠♦♠❡♥-
♦P ❧✬♦♥ ❡♥*❡❣✐#-*❡ ❧✬:❝❤♦ ❞❡ #♣✐♥✳ ▲❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞❡ ❧✬:❝❤♦ ✭- ❂ ❚❊✮ ❝♦**❡#♣♦♥❞ ❛✉ ❝❡♥-*❡
❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ✭kx = 0). ▲❡ -❡♠♣# ❡♥-*❡ ❞❡✉① ✐♠♣✉❧#✐♦♥# ❘❋ #✉❝❝❡##✐✈❡# ❡#- ❛♣♣❡❧:  ❡♠♣$
❞❡ -'♣' ✐ ✐♦♥ ❚❘✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✶✺ ✐❧❧✉#-*❡ ❧❡ ♣*✐♥❝✐♣❡ ❞✬✉♥❡ ❛❝@✉✐#✐-✐♦♥ ❡♥ :❝❤♦ ❞❡ #♣✐♥✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✺ ✕ ❉!"♦✉❧❡♠❡♥) ❞✬✉♥❡ ,!-✉❡♥❝❡ ❡♥ !❝❤♦ ❞❡ ,♣✐♥✳ ✶ ✿ ❯♥ ❣"❛❞✐❡♥) Gz ❞❡ ,!❧❡❝)✐♦♥ ❞❡
❝♦✉♣❡ ❡,) ❛♣♣❧✐-✉! ♣♦✉" ♣❡"♠❡))"❡ 8 ❧✬✐♠♣✉❧,✐♦♥ ❘❋ 8 ✾✵➦ ❞❡ ❜❛,❝✉❧❡" ❧❡, ❛✐♠❛♥)❛)✐♦♥, ❞❡, ,♣✐♥, ❞❛♥,
❧❡ ♣❧❛♥ ❞✬✐♥)!">)✳ ❖♥ ,❡ )"♦✉✈❡ ❛❧♦", ❛✉ ❝❡♥)"❡ ❞❡ ❧✬❡,♣❛❝❡✲
−→
k ✳ ✷ ✿ ❖♥ ❛♣♣❧✐-✉❡ ❡♥,✉✐)❡ ❧❡, ❣"❛❞✐❡♥), Gx
❡) Gy ❛✜♥ ❞❡ ,❡ ❞!♣❧❛❝❡" 8 ❧✬❡①)"!♠✐)! ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡✳ ✸ ✿ ▲✬✐♠♣✉❧,✐♦♥ 8 ✶✽✵➦ ❞❡ "❡❢♦❝❛❧✐,❛)✐♦♥ ❝♦""❡,♣♦♥❞ 8
✉♥❡ "♦)❛)✐♦♥ ❞❡ ✶✽✵➦ ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡✲
−→
k ✳ ✹ ❡) ✺ ✿ ❯♥ ❣"❛❞✐❡♥) ●x✱ ❛♣♣❡❧! ❣"❛❞✐❡♥) ❞❡ ❧❡❝)✉"❡ ❡,) ❛♣♣❧✐-✉!
♣❡♥❞❛♥) ❧✬!❝❤♦ ❞❡ ,♣✐♥✱ ❝❡ -✉✐ ❝♦""❡,♣♦♥❞ 8 ❧✬❛❝-✉✐,✐)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡✲
−→
k ✳ ✻ ✿ ❆♣"O, ✉♥
)❡♠♣, ❚❘✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✐♠♣✉❧,✐♦♥ 8 ✾✵➦ ❡,) ❛♣♣❧✐-✉!❡✳
❊♥ ❥♦✉❛♥- #✉* ❧❡# ♣❛*❛♠+-*❡# ❞✬❛❝@✉✐#✐-✐♦♥ ❚❊ ❡- ❚❘✱ ♦♥ ♣❡✉- *❡♥❞*❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣❧✉#
♦✉ ♠♦✐♥# #❡♥#✐❜❧❡ ❛✉① ♣❛*❛♠+-*❡# ✐♥-*✐♥#+@✉❡# ❚1✱ ❚2 ❡- ρ ✭❞❡♥#✐-: ❞❡ ♣*♦-♦♥#✮✳ ❖♥
♣❛*❧❡ ❛❧♦*# ❞✬✐♠❛❣❡# ♣♦♥❞:*:❡# ❡♥ ❚1✱ ❚2 ❡- ρ✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✶✳✶✻ ♠♦♥-*❡ ❧❡ *:#✉❧-❛- ❞❡ ❝❡#
-*♦✐# -②♣❡# ❞❡ ❝♦♥-*❛#-❡#✳
✸✺
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✻ ✕ ■♠❛❣❡% ❞✬✉♥❡ ♠*♠❡ ❝♦✉♣❡ ❞❡ ❝❡.✈❡❛✉ ❤✉♠❛✐♥✱ ♣♦♥❞3.3❡% ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ 4 ❞.♦✐5❡ ❡♥
❞❡♥%✐53 ❞❡ ♣.♦5♦♥%✱ ❚1 ❡5 ❚2✳
❊❝❤♦ ❞❡ ❣'❛❞✐❡♥+
❉❛♥' ❧❡ ❝❛' ❞❡ ❧✬-❝❤♦ ❞❡ ❣1❛❞✐❡♥3✱ ❧❛ 1❡❢♦❝❛❧✐'❛3✐♦♥ ❞❡' ❞-♣❤❛'❛❣❡' ❞❡' '♣✐♥' ♥✬❡'3 ♣❛'
✐♥❞✉✐3❡ ♣❛1 ✉♥❡ ✐♠♣✉❧'✐♦♥ ❘❋ ; ✶✽✵➦ ❞❛♥' ❧❡ ♣❧❛♥ ①②✱ ♠❛✐' ❡♥ ❛♣♣❧✐@✉❛♥3 ✉♥ ❣1❛❞✐❡♥3
❞❡ ♣❤❛'❡ ●y @✉✐ ❛❝❝-❧B1❡ ❧❛ ❞-❝♦❤-1❡♥❝❡ ❞❡' ♣❤❛'❡'✱ ❛✈❛♥3 ❞✬❡♥ ❛♣♣❧✐@✉❡1 ✉♥ '❡❝♦♥❞ ❞❡
♠D♠❡ ❞✉1-❡ ♠❛✐' ❞❡ ✈❛❧❡✉1 ♦♣♣♦'-❡✱ ❝❡ @✉✐ ✈❛ ❞-♣❤❛'❡1 ; ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡' '♣✐♥'✱ ♠❛✐' ❞❡
❢❛E♦♥ ✐♥✈❡1'❡✳ ▲❡ 1-'✉❧3❛3 ❡'3 @✉✬♦♥ ♦❜3✐❡♥3 ✉♥❡ 1❡❢♦1♠❛3✐♦♥ ❞✉ '✐❣♥❛❧ 31❛♥'✈❡1'❛❧ ❛♣1B'
✉♥ 3❡♠♣' ❚❊ ❝♦11❡'♣♦♥❞❛♥3 ; ❝❡3 -❝❤♦ ❞❡ ❣1❛❞✐❡♥3 ✭✈♦✐1 ✜❣✉1❡ ✶✳✶✼✮✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✼ ✕ ❙❝❤3♠❛ ✐❧❧✉%5.❛♥5 ❧✬3❝❤♦ ❞❡ ❣.❛❞✐❡♥5✳ ▲❡ ❞3♣❤❛%❛❣❡ ❞❡% %♣✐♥% ❡%5 ✐♥❞✉✐5 ♣❛. ✉♥
❣.❛❞✐❡♥5 ❞❡ ♣❤❛%❡ ●w ♥3❣❛5✐❢✱ ❛✈❛♥5 ❞✬*5.❡ ✐♥✈❡.%3 ♣❛. ❧✬❛♣♣❧✐❝❛5✐♦♥ ❞✬✉♥ ❣.❛❞✐❡♥5 ●w ✐♥✈❡.%❡✳ ❈❡55❡
♦♣3.❛5✐♦♥ ♣❡.♠❡5 ❞✬♦❜5❡♥✐. ✉♥❡ .❡❢♦❝❛❧✐%❛5✐♦♥ ❞❡% %♣✐♥% ❛✉ 5❡♠♣% 5 ❂ ❚❊✱ ♣❡♥❞❛♥5 ❧❛A✉❡❧❧❡ ♦♥ ❛❝A✉✐❡.5
❧✬3❝❤♦ ❞❡ ❣.❛❞✐❡♥5 ❛✐♥%✐ ❝.33✳
❯♥❡ ❛❝@✉✐'✐3✐♦♥ ❡♥ -❝❤♦ ❞❡ ❣1❛❞✐❡♥3 '❡ ❞-1♦✉❧❡ '❡❧♦♥ ❧❡ ♠D♠❡ ♣1✐♥❝✐♣❡ @✉❡ ♣♦✉1
❧✬-❝❤♦ ❞❡ '♣✐♥ ; ❧❛ ❞✐✛-1❡♥❝❡ ❞❡ ❧✬-3❛♣❡ ❞❡ 1❡♣❤❛'❛❣❡ ❞❡' '♣✐♥'✳ ❈♦♥31❛✐1❡♠❡♥3 ; ✉♥❡
❛❝@✉✐'✐3✐♦♥ ❡♥ -❝❤♦ ❞❡ '♣✐♥✱ ♦♥ ♣❡✉3 ✉3✐❧✐'❡1 ✉♥❡ ✐♠♣✉❧'✐♦♥ ❘❋ ❞❡ ❜❛'❝✉❧❡♠❡♥3 ❞✬✉♥
❛♥❣❧❡ ✐♥❢-1✐❡✉1 ; ✾✵➦✱ ❝❡ @✉✐ ♣❡1♠❡3 ❞❡ 1❛❝❝♦✉1❝✐1 ❧❡ ❚❘ ❡3 ❞✬❛❝❝-❧-1❡1 ❧❡ 3❡♠♣' ❞✬❛❝@✉✐✲
'✐3✐♦♥✳ ▲❡ ♣1✐♥❝✐♣❛❧ ✐♥3-1D3 ❞❡ ❧✬-❝❤♦ ❞❡ ❣1❛❞✐❡♥3 '❡1❛ ❞♦♥❝ ❧❡ ❣❛✐♥ ❞❡ 3❡♠♣'✱ @✉✐ ❛✉3♦1✐'❡
❧❛ 1-❛❧✐'❛3✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡1✐❡ ✸❉ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊♥ 1❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡' '-@✉❡♥❝❡' ❡♥ -❝❤♦ ❞❡
❣1❛❞✐❡♥3 '♦♥3 ♣❧✉' '❡♥'✐❜❧❡' ❛✉① ❤-3-1♦❣-♥-✐3-' ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ▲✬❡✛❡3 ❞❡' ❤-3-1♦❣-♥-✐3-'
♥✬❡'3 ♣❧✉' ❝♦♠♣❡♥'-✱ ❝❡ @✉✐ ❢❛✐3 @✉✬♦♥ ♦❜3✐❡♥3 ❞❡' ✐♠❛❣❡' ♣♦♥❞-1-❡' ❡♥ T ∗2 ✱ ❡3 ♥♦♥ ♣❧✉'
❡♥ T2 ✳ ❈❡❧❛ ❡♥ ❢❛✐3 ✉♥ 3②♣❡ ❞✬✐♠❛❣❡ '❡♥'✐❜❧❡ ❧✬❡✛❡3 ❇❖▲❉ ✭✈♦✐1 '❡❝3✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✺✮✳
✸✻
✶✳✷✳✷✳✹ ❙%&✉❡♥❝❡+ ❞✬✐♠❛❣❡2✐❡ ✉3✐❧✐+%❡+ ❞❛♥+ ❝❡ 32❛✈❛✐❧
▲❡" ❞✐✛&'❡♥)❡" "&*✉❡♥❝❡" *✉✐ ✈♦♥) /)'❡ ♣'&"❡♥)&❡" ❞✐✛1'❡♥) ♣❛' ❧❡✉' ♠❛♥✐1'❡ ❞✬❡♥✲
❝♦❞❡' ❧✬❡"♣❛❝❡✲
−→
k ♣❛' ❧❡ )❡♠♣" ❞✬❛❝*✉✐"✐)✐♦♥✱ ❧❛ '&"♦❧✉)✐♦♥ ❡) ❧❡ ❝♦♥)'❛")❡ ♦❜)❡♥✉✳ ▲❡✉'
❛'❝❤✐)❡❝)✉'❡ ❡") )♦✉❥♦✉'" ❝♦♠♣♦"&❡ ✿
✲ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣✉❧"✐♦♥ ❘❋ ❞✬❡①❝✐)❛)✐♦♥✱ ♥&❝❡""❛✐'❡ ❛✉ ♣❤&♥♦♠1♥❡ ❞❡ '&"♦♥❛♥❝❡ ♠❛❣♥&✲
)✐*✉❡
✲ ❞❡ ❣'❛❞✐❡♥)" ❛""✉'❛♥) ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ "♣❛)✐❛❧ ✷❉ ♦✉ ✸❉ ❞❡ ❧✬❡"♣❛❝❡✲
−→
k
✲ ❞✬✉♥❡ ❧❡❝)✉'❡ ❞✉ "✐❣♥❛❧✱ *✉✐ ♣❡✉) ❝♦♠❜✐♥❡' ✉♥ ♦✉ ♣❧✉"✐❡✉'" )②♣❡" ❞✬&❝❤♦" ✭&❝❤♦ ❞❡
"♣✐♥✱ ❞❡ ❣'❛❞✐❡♥)✮ ❞&)❡'♠✐♥❛♥) ❧❡ )②♣❡ ❞❡ ❝♦♥)'❛")❡ ✭✐♥✢✉❡♥❝❡ ♣❧✉" ♦✉ ♠♦✐♥" ✐♠♣♦')❛♥)❡
❞❡" )❡♠♣" ❞❡ '❡❧❛①❛)✐♦♥ T1✱ T2 ❡) T
∗
2 ✮✳
◆♦✉" ♥♦✉" ❧✐♠✐)❡'♦♥" I ♣'&"❡♥)❡' ❞❛♥" ❝❡ ♠❛♥✉"❝'✐♣) ❧❡" "&*✉❡♥❝❡" *✉✐ ♦♥) &)&
✉)✐❧✐"&❡" I ✶✳✺ ❚ ♦✉ I ✸❚ ♣♦✉' ♥♦)'❡ )'❛✈❛✐❧✳
▲❡" ✐♠❛❣❡" ❛♥❛)♦♠✐*✉❡" "♦♥) ♣♦♥❞&'&❡" ❡♥ ❚1✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ❧❛ ♣♦♥❞&'❛)✐♦♥ ❚1 ❛""✉'❡
✉♥ ❜♦♥ ❝♦♥)'❛")❡ "✉' ❜'✉✐) ❡♥)'❡ ❧❛ ♠❛)✐1'❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ❡) ❧❛ ♠❛)✐1'❡ ❣'✐"❡✱ ❝❡ *✉✐ "❡'❛ ✉)✐❧❡
♣♦✉' ❧❛ "❡❣♠❡♥)❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦')✐❝❛❧❡✳ ▲❡" ❞❡✉① "&*✉❡♥❝❡" *✉❡ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ✉)✐❧✐"&❡"
"♦♥) ❧❛ "&*✉❡♥❝❡ ▼❉❊❋❚✱ ❡) ❧❛ "&*✉❡♥❝❡ ▼O❘❆●❊✳ ❈❡" "&*✉❡♥❝❡" "♦♥) ❞&❝♦♠♣♦"❛❜❧❡"
❡♥ ❞❡✉① ♠♦❞✉❧❡" ✿
✲ ❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ♣'&♣❛'❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥)❛)✐♦♥ ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧❡✱ "✐)✉& ❛✈❛♥) ❧❡ ♠♦❞✉❧❡
❞✬❛❝*✉✐"✐)✐♦♥✱ ❡) *✉✐ ❛♠♣❧✐✜❡ ❧❛ ❞✐✛&'❡♥❝❡ ❡♥)'❡ ❧❛ ♠❛❣♥&)✐"❛)✐♦♥ ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛




✲ ❯♥ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❛❝*✉✐"✐)✐♦♥ ❞❡ )②♣❡ ❋▲❆❙❍ ✭❋❛") ▲♦✇ ❆♥❣❧❡ ❙❤♦)✮ ❬❍❛❛"❡ ❡) ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❪
*✉✐ ❡") ✉♥❡ "&*✉❡♥❝❡ ❞✬&❝❤♦ ❞❡ ❣'❛❞✐❡♥) ❝❧❛""✐*✉❡ ❝♦♥"✐")❛♥) I '&♣&)❡' ❞❡" ✐♠♣✉❧"✐♦♥"
❘❋ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜❛"❝✉❧❡♠❡♥) ❢❛✐❜❧❡✱ *✉✐ ♣❡'♠❡) ✉♥ ❣❛✐♥ "✉' ❧❡ ❚❘ ❡) ❞♦♥❝ ❞❡"
❛❝*✉✐"✐)✐♦♥" '❛♣✐❞❡"✳
▲❡ ❝♦♥)'❛")❡ "✉' ❜'✉✐) ♦❜)❡♥✉ ❡♥)'❡ ▼● ❡) ▼❇ ❡") ❛❧♦'" ♠❡✐❧❧❡✉' *✉❡ "✐ ♦♥ ✉)✐✲
❧✐"❛✐) ✉♥❡ "&*✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝*✉✐"✐)✐♦♥ ❋▲❆❙❍ "❡✉❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡)✱ ✐❧ ❞&♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ❞❡♥"✐)& ❞❡
❧✬❛✐♠❛♥)❛)✐♦♥ ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧❡ ❞❛♥" ❧❡" ❞✐✛&'❡♥)" )✐""✉" ❛✉ ♠♦♠❡♥) ♦U ❧❡" ❧✐❣♥❡" ❝❡♥)'❛❧❡"
❞❡ ❧✬❡"♣❛❝❡✲
−→
k "♦♥) ❛❝*✉✐"❡" ❬❍♦❧"✐♥❣❡' ❛♥❞ ❘✐❡❞❡'❡'✱ ✶✾✾✵❪✳
❙%&✉❡♥❝❡ ▼❉❊❋❚ ✭▼♦❞✐✜❡❞ ❉2✐✈❡♥ ❊&✉✐❧✐❜2✐✉♠ ❋♦✉2✐❡2 ❚2❛♥+❢♦2♠✮
❈❡))❡ "&*✉❡♥❝❡ ❛ &)& ♣'♦♣♦"&❡ ♣❛' ❧✬&*✉✐♣❡ ❞✬❯❣✉'❜✐❧ ❬❯❣✉'❜✐❧ ❡) ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱ ▲❡❡ ❡) ❛❧✳✱
✶✾✾✺❪✱ ❣'a❝❡ ❛✉① )'❛✈❛✉① ❞❡ ❇❡❝❦❡' ❬❇❡❝❦❡' ❡) ❛❧✳✱ ✶✾✻✾❪✳ ❯♥❡ ❛♠&❧✐♦'❛)✐♦♥ ❛ &)& ❞&✈❡✲
❧♦♣♣&❡ ♣❛' ❉❡✐❝❤♠❛♥♥ *✉❡❧*✉❡" ❛♥♥&❡" ♣❧✉" )❛'❞ ❬❉❡✐❝❤♠❛♥♥ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳
❈✬❡") ✉♥❡ "&*✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝*✉✐"✐)✐♦♥ ❡♥ ✸❉✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✶✳✶✽ ✐❧❧✉")'❡ "♦♥ ❞&'♦✉❧❡♠❡♥)✳ ▲❡
♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ♣'&♣❛'❛)✐♦♥ ❞❡" ❛✐♠❛♥)❛)✐♦♥" ❧♦♥❣✐)✉❞✐♥❛❧❡" ♦❝❝✉♣❡ ❧❡ )❡♠♣" ❚▼❉✳ ■❧ ❡")
"✉✐✈✐ ❞❡ '&♣&)✐)✐♦♥" ❞✉ ♠♦❞✉❧❡ ❞✬❛❝*✉✐"✐)✐♦♥ ❡♥ &❝❤♦ ❞❡ ❣'❛❞✐❡♥) ✐❧❧✉")'& ❡♥)'❡ ❝'♦❝❤❡)"✳
❙%&✉❡♥❝❡ ✸❉ ▼B❘❆●❊ ✭▼❛❣♥❡3✐③❛3✐♦♥✲B2❡♣❛2❡❞ ❘❆♣✐❞ ●2❛❞✐❡♥3 ❊❝❤♦✮
❈❡))❡ "&*✉❡♥❝❡✱ ♣'♦♣♦"&❡ ❡♥ ✶✾✾✵ ♣❛' ▼✉❣❧❡' ❡) ❛❧✳ ❬✶✾✾✵❪ ♣❡'♠❡) ❞✬♦❜)❡♥✐' ❞❡"
✐♠❛❣❡" ❛♥❛)♦♠✐*✉❡" I ❤❛✉)❡ '&"♦❧✉)✐♦♥ ❡♥ ✉♥ )❡♠♣" '❡❧❛)✐✈❡♠❡♥) ❝♦✉')✳
❈✬❡") ✉♥❡ "&*✉❡♥❝❡ ✸❉ *✉✐ ❝♦♠♣♦')❡ ✸ ♣❤❛"❡"✱ '&♣&)&❡" ♣♦✉' ❝❤❛*✉❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ ❦ y ✿
✕ ✉♥❡ ♣'&♣❛'❛)✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥)❛)✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ✐♠♣✉❧"✐♦♥ ❞✬✐♥✈❡'"✐♦♥✳
✸✼
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✽ ✕ ❉%&♦✉❧❡♠❡♥- ❞❡ ❧❛ 0%1✉❡♥❝❡ ▼❉❊❋❚
✕ ✉♥❡ ❛❝1✉✐0✐-✐♦♥ ❞✉ ♣❧❛♥ kx−kz ❡♥ %❝❤♦ ❞❡ ❣&❛❞✐❡♥-✳ ▲❛ ❧✐❣♥❡ ❝❡♥-&❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡0♣❛❝❡✲−→
k ❞❡ ❝❡ ♣❧❛♥ ❡0- ❛❝1✉✐0❡ > ✉♥ -❡♠♣0 ❞✬✐♥✈❡&0✐♦♥ ❚■ ❛♣&A0 ❧✬✐♠♣✉❧0✐♦♥ ❘❋✳
✕ ✉♥❡ &%❝✉♣%&❛-✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥-❛-✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥- ✉♥ -❡♠♣0 ❚❉✳
▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✶✾ ✐❧❧✉0-&❡ ❧❡ ❞%&♦✉❧❡♠❡♥- ❞❡ ❝❡--❡ 0%1✉❡♥❝❡✱ ❡- ♠♦♥-&❡ ❧✬%✈♦❧✉-✐♦♥ ❞❡0 ❛✐✲
♠❛♥-❛-✐♦♥0 ❧♦♥❣✐-✉❞✐♥❛❧❡0 ❞❡ ❧❛ ▼❇✱ ▼● ❡- ❞✉ ▲❈❘ ✭❡♥ ❣&✐0 ❝❧❛✐&✱ ❣&✐0 ❢♦♥❝%✱ ❡- ♥♦✐&
&❡0♣❡❝-✐✈❡♠❡♥-✮✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✶✾ ✕ ❉!"♦✉❧❡♠❡♥) ❞❡ ❧❛ ,!-✉❡♥❝❡ ▼0❘❆●❊✳
✶✳✷✳✷✳✺ ▲✬■❘▼ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡❧❧❡ ❣23❝❡ ❛✉ ❝♦♥-2❛6-❡ ❇❖▲❉
▲❡ ❝♦♥-&❛0-❡ ❇❖▲❉ ✉-✐❧✐0❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞%0♦①②❣%♥%❡ ❞❡ ❧✬❤%♠♦❣❧♦❜✐♥❡ ❞✉ 0❛♥❣ ❝♦♠♠❡
❛❣❡♥- ❞❡ ❝♦♥-&❛0-❡ ♣❛&❛♠❛❣♥%-✐1✉❡ ❡♥❞♦❣A♥❡✳ ▲❡ 0✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉ ❞%♣❡♥❞ ❞❡0 ♣&♦♣&✐%✲




▲❡ "❛♥❣ ❡"& ❝♦♠♣♦"+ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡" "❛♥❣✉✐♥❡" ❡♥ "✉"♣❡♥"✐♦♥ ❞❛♥" ❧❡ ♣❧❛"♠❛✱ 1✉✐ 2❡✲
♣2+"❡♥&❡ ✺✺✪ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ "❛♥❣✉✐♥✳ ▲❡ ♣❧❛"♠❛ ✭❝♦♠♣♦"+ ❞❡ ♣❧✉" ❞❡ ✾✵✪ ❞✬❡❛✉✮ ❡"& ❧❛
❝♦♠♣♦"❛♥&❡ ❧✐1✉✐❞❡ ❞✉ "❛♥❣ 1✉✐ "❡2& = ❛❝❤❡♠✐♥❡2 ❧✬♦①②❣A♥❡✱ ❧❡" ♥✉&2✐♠❡♥&"✱ ❧❡" ❞+❝❤❡&"
♠+&❛❜♦❧✐1✉❡"✱ ❡& ❞❡ ♥♦♠❜2❡✉"❡" ♣2♦&+✐♥❡" ❛✉① ❞✐✛+2❡♥&" &✐""✉" ❡& ♦2❣❛♥❡" ❞✉ ❝♦2♣"✳
▲❡ "②"&A♠❡ ❞❡ ♠✐❝2♦❝✐2❝✉❧❛&✐♦♥ ❞✉ ❝❡2✈❡❛✉ ❡"& ❝♦♠♣♦"+ ❞✬❛2&+2✐♦❧❡"✱ ❞❡ ❝❛♣✐❧❧❛✐2❡" ❡&
❞❡ ✈❡✐♥✉❧❡"✳ ●2E❝❡ = ❝❡ "②"&A♠❡ ❞✬✐22✐❣❛&✐♦♥ ❞❡" &✐""✉" ❝+2+❜2❛✉①✱ ❧❡" ❝❡❧❧✉❧❡" "✬❛♣♣2♦✈✐✲
"✐♦♥♥❡♥& ❡♥ ♦①②❣A♥❡ ❡& ❡♥ ♠+&❛❜♦❧✐&❡" ♥+❝❡""❛✐2❡" = ❧❡✉2 ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥&✳ ❯♥❡ ❛❝&✐✈❛&✐♦♥
♥❡✉2♦♥❛❧❡ ❞✬✉♥❡ ❛✐2❡ ❝♦2&✐❝❛❧❡ "✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❢♦2&❡ ❞✉ ❉❙❈ ❧♦❝❛❧✱
❡& ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ♠♦❞+2+❡ ❡♥ ❝♦♥"♦♠♠❛&✐♦♥ ❞✬♦①②❣A♥❡✳ ▲❛ 1✉❛♥&✐&+ ❞✬♦①②❣A♥❡
❞✐""♦✉&❡ ❞❛♥" ❧❡ ♣❧❛"♠❛ = ✏❧✬+&❛& ❧✐❜2❡✑ ❡"& &2A" ❢❛✐❜❧❡✱ ❡& "❛ ❝♦♥&2✐❜✉&✐♦♥ ❛✉① ♣2♦♣2✐+&+"
♠❛❣♥+&✐1✉❡" ❞✉ "❛♥❣ ❡"& ♥+❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ❬❇2♦♦❦" ❛♥❞ ❈❤✐2♦✱ ✶✾✽✼❪✳ ▲✬❡""❡♥&✐❡❧ ❞❡ ❧✬♦①②❣A♥❡
❡"& &2❛♥"♣♦2&+ ❛✉ "❡✐♥ ❞❡" ❣❧♦❜✉❧❡" 2♦✉❣❡" ♣❛2 ❧✬✐♥&❡2♠+❞✐❛✐2❡ ❞❡" ♠♦❧+❝✉❧❡" ❞✬❤+♠♦✲
❣❧♦❜✐♥❡✳ ▲❡" ❣❧♦❜✉❧❡" 2♦✉❣❡" ♦❝❝✉♣❡♥& ✸✵✪ = ✺✵✪ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ "❛♥❣✉✐♥ ❬▼❝❤❡❞❧✐"❤✈✐❧✐✱
✶✾✽✻❪✳ ▲❡ ✈♦❧✉♠❡ 2❡❧❛&✐❢ ❞❡" ❣❧♦❜✉❧❡" 2♦✉❣❡" ♣❛2 2❛♣♣♦2& ❛✉ ✈♦❧✉♠❡ "❛♥❣✉✐♥ ❡"& ❛♣♣❡❧+
✏❤+♠❛&♦❝2✐&❡✑ ✭❍&✮✳
▲✬❤+♠♦❣❧♦❜✐♥❡ ❡"& ❧❛ ♠❛❝2♦♠♦❧+❝✉❧❡ ♣2+❞♦♠✐♥❛♥&❡ ❞❛♥" ❧❡ "❛♥❣✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥❝❡♥✲
&2❛&✐♦♥ ❞❡ ✶✺❣✴✶✵✵ ♠❧ ❡♥✈✐2♦♥ ❬❙❛♥❞❡2" ❛♥❞ ❖22✐"♦♥✱ ✶✾✾✺❜❪✳ ❊❧❧❡ ❡"& ❝♦♠♣♦"+❡ ❞❡ ✹
❝❤❛\♥❡" ♣2♦&+✐1✉❡"✳ ❈❤❛1✉❡ "♦✉"✲✉♥✐&+ ❡♥❢❡2♠❡ ✉♥❡ ♠♦❧+❝✉❧❡ ♦2❣❛♥✐1✉❡ ❛♣♣❡❧+❡ ✏❤A♠❡✑✱
❛✉ ❝❡♥&2❡ ❞❡ ❧❛1✉❡❧❧❡ "❡ &2♦✉✈❡ ✉♥ ✐♦♥ ❢❡22❡✉① Fe2+✳ ❈❡& ✐♦♥ ❢❡22❡✉① ❡"& ✉♥ "✐&❡ ❞❡ ✜①❛✲
&✐♦♥ ♣♦✉2 ❧✬♦①②❣A♥❡✳ ▲✬❤+♠♦❣❧♦❜✐♥❡ ❡①✐"&❡ "♦✐& "♦✉" ❢♦2♠❡ ♦①②❣+♥+❡✱ HbO2 1✉❛♥❞ ✉♥❡
♠♦❧+❝✉❧❡ ❞✬♦①②❣A♥❡ ❡"& ❝♦♦2❞✐♥+❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛1✉❡ ❛&♦♠❡ ❞❡ ❢❡2✱ "♦✐& "♦✉" ❢♦2♠❡ ❞+"♦①②❣+♥+❡
❍❜✳ ❉❛♥" ❧❡ "❛♥❣ ❛2&+2✐❡❧✱ ❧✬❤+♠♦❣❧♦❜✐♥❡ ❡"& ♣2❡"1✉❡ ❡♥&✐A2❡♠❡♥& "♦✉" ❢♦2♠❡ ♦①②❣+♥+❡✱
♠❛✐" ❡❧❧❡ "❡ ❞+✲"❛&✉2❡ 2❛♣✐❞❡♠❡♥& ❛✉ ❢✉2 ❡& = ♠❡"✉2❡ ❞❡ "♦♥ ♣❛""❛❣❡ ❞❛♥" ❧❡" &✐""✉" ♣+✲
2✐♣❤+2✐1✉❡" ♣♦✉2 ❧✐❜+2❡2 ❧✬♦①②❣A♥❡ ♥+❝❡""❛✐2❡ ❛✉ ❢♦♥❝&✐♦♥♥❡♠❡♥& ❛+2♦❜✐❡" ❞❡" ❝❡❧❧✉❧❡"✱
&❡❧" 1✉❡ ❧❡" ♥❡✉2♦♥❡" ♣❛2 ❡①❡♠♣❧❡✳ ▲❡ &❛✉① ❞❡ ❧✐❛✐"♦♥" ♦❝❝✉♣+❡" ♣❛2 ❧✬♦①②❣A♥❡ ❛✉ "❡✐♥
❞❡" ♠♦❧+❝✉❧❡" ❞✬❤+♠♦❣❧♦❜✐♥❡ ❡"& ❞+❝2✐& ♣❛2 ✉♥❡ ❣2❛♥❞❡✉2✱ ❛♣♣❡❧+❡ ❧❛ +❛)✉%❛)✐♦♥ ❨✳ ❙❛








❛✈❡❝ p50 ❧❛ ♣2❡""✐♦♥ ♣❛2&✐❡❧❧❡ ❡♥ ♦①②❣A♥❡ ♣♦✉2 ❧❛1✉❡❧❧❡ ❧❛ ♠♦✐&✐+ ❞❡" "✐&❡" ❞❡ ❧✐❛✐"♦♥ =
❧✬❤+♠♦❣❧♦❜✐♥❡ ❡"& ♦❝❝✉♣+❡✳ ❊❧❧❡ ❡"& ✈❛2✐❛❜❧❡✱ ❡& ❞❡ ❧✬♦2❞2❡ ❞❡ ✷✻ ♠♠ ❍❣ ❝❤❡③ ❧✬❍♦♠♠❡
❬b❛♣♣❡♥❤❡✐♠❡2✱ ✶✾✺✸❪✳
❉/❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥)%❡ ❧❡ ❞/❜✐) +❛♥❣✉✐♥ ❝/%/❜%❛❧ ❡) ❧❛ ❝♦♥+♦♠♠❛)✐♦♥ ❡♥ ♦①②❣5♥❡
▲❡" ♣2♦❝❡""✉" ✐♠♣❧✐1✉+" ❞❛♥" ❧✬❛❝&✐✈❛&✐♦♥ ♥❡✉2♦♥❛❧❡ 2❡1✉✐A2❡♥& ❞❡ ❧✬+♥❡2❣✐❡✱ 1✉✐ ❞♦✐&
c&2❡ ❢♦✉2♥✐❡ ♣❛2 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ ♠+&❛❜♦❧✐"♠❡ ❞❡ ❧✬♦①②❣A♥❡ ❡& ❞✉ ❣❧✉❝♦"❡✳ ▲❡ "②"✲
&A♠❡ ❞❡ ♠✐❝2♦❝✐2❝✉❧❛&✐♦♥ "❛♥❣✉✐♥❡ ❞♦✐& ❞♦♥❝ "❛&✐"❢❛✐2❡ = ✉♥ ❜❡"♦✐♥ ❛❝❝2✉ ❞❡ ❣❧✉❝♦"❡ ❡&
❞✬♦①②❣A♥❡ ❡& +❧✐♠✐♥❡2 ❧❡" ❞+❝❤❡&" ❞✉ ❝❛&❛❜♦❧✐"♠❡✱ ❧❡ ❞✐♦①②❞❡ ❞❡ ❝❛2❜♦♥❡ ❡& ❧❛ ❝❤❛❧❡✉2✳
b❛2 ❝♦♥"+1✉❡♥&✱ ❧❡ ❞+❜✐& "❛♥❣✉✐♥ ❝+2+❜2❛❧ ✭❉❙❈✮ ❞♦✐& ❛✉❣♠❡♥&❡2✱ ❝❡ 1✉✐ ♣❡✉& c&2❡ ❛❝✲
❝♦♠♣❧✐ ♣❛2 ✉♥❡ ✈❛"♦❞✐❧❛&❛&✐♦♥✱ 1✉✐ ❡♥&2❛\♥❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥& ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡
"❛♥❣✉✐♥ ❝+2+❜2❛❧ ✭❱❙❈✮✳ ❖♥ ♦❜"❡2✈❡ ❡♥ ❡✛❡& ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥&❛&✐♦♥ ❞✉ ❉❙❈ ❡& ❞✉ ❱❙❈ ❛✉
✸✾
♠♦♠❡♥$ ❡$ % ❧✬❡♥❞)♦✐$ ❞✬✉♥❡ ❛❝$✐✈❛$✐♦♥ ❝/)/❜)❛❧❡ ❬2❤❡❧♣5 ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✽✶✱ ❋♦① ❛♥❞ ❘❛✐❝❤❧❡✱
✶✾✽✹✱ ❋)♦5$✐❣ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✵❪✳
❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ❧♦)5 ❞✬✉♥❡ 5$✐♠✉❧❛$✐♦♥ 5♦♠❡5$❤/5✐C✉❡✱ ❋♦① ❡$ ❘❛✐❝❤❧❡ )❡♣♦)$❡♥$ ✉♥❡ ❛✉❣✲
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❧❛ #-♣♦♥.❡ ❤-♠♦❞②♥❛♠✐L✉❡✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✷ ✕ ❆ ✿ ❆❧❧✉$❡& ❞❡ ❧❛ ❍❘❋ ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜1❡♥✉❡ ♣♦✉$ ❞✐✛5$❡♥1& &✉❥❡1&✳
❇ ✿ ❆❧❧✉$❡& ❞❡ ❧❛ ❍❘❋ ♠♦②❡♥♥❡ ♦❜1❡♥✉❡ ♣♦✉$ ✉♥ ♠9♠❡ &✉❥❡1✱ ♠❛✐& ; ❞❡& ❥♦✉$& ❞✐✛5$❡♥1&✳
✭❞✬❛♣$>& ❆❣✉✐$$❡ ❡1 ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❜❪✮✳
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ♠❛✐♥"❡♥❛♥" ❝❡""❡ #-♣♦♥.❡ ❤-♠♦❞②♥❛♠✐L✉❡ ❧❛ ✏❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ )*♣♦♥,❡
❤*♠♦❞②♥❛♠✐1✉❡✑ ✭❍❘❋✱ ❍❡♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❘❡.♣♦♥.❡ ❋✉♥❝"✐♦♥✮✳ ❯♥ ♠♦❞S❧❡ .✐♠♣❧❡ ❛✈❡❝
✉♥❡ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❣❛♠♠❛ .❡✉❧❡ ❛ -"- ♣#♦♣♦.- ♣❛# ❇♦②♥"♦♥ ❡" ❛❧✳ ❬✶✾✾✻❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥" ✉♥ #❡✲
❜♦♥❞ ♥-❣❛"✐❢ ✭✏✉♥❞❡#.❤♦♦"✑✮ ❛ -"- ♦❜.❡#✈- ❡♠♣✐#✐L✉❡♠❡♥"✱ ❛♣#S. ❧❡ ♣✐❝ ♣#✐♥❝✐♣❛❧✳ W♦✉#
❧❡ ♠♦❞-❧✐.❡#✱ ❋#✐."♦♥ ❡" ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❛❪ ♣#♦♣♦.❡♥" ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐.♦♥ ❧✐♥-❛✐#❡ ❞❡ ❞❡✉① ❢♦♥❝✲
"✐♦♥. ❣❛♠♠❛ ✭✈♦✐# ✜❣✉#❡ ✶✳✷✸✮✳ ■❧ ❛ -"- ♠♦♥"#- L✉✬✐❧ ❡." ✐♠♣♦#"❛♥" ❞❡ ❝♦♥.✐❞-#❡# ❝❡
#❡❜♦♥❞ ♥-❣❛"✐❢ ♣♦✉# ♠♦❞-❧✐.❡# ❧✬❡..❡♥"✐❡❧ ❞❡ ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❇❖▲❉ ❬❆❣✉✐##❡ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❜❪✳
▲✬❛♠♣❧✐"✉❞❡ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ ❍❘❋ ❡." ❢❛✐❜❧❡ ✭❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞❡ L✉❡❧L✉❡. ✪ ❞✉ .✐❣♥❛❧ "♦"❛❧✮ ❀
❡❧❧❡ ♣❡✉" ❞✉#❡# ❥✉.L✉✬] ✷✺ ✈♦✐#❡ ✸✵ .❡❝♦♥❞❡. ❛♣#S. ❧❛ ."✐♠✉❧❛"✐♦♥✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✏❞*❧❛✐
❤*♠♦❞②♥❛♠✐1✉❡✑ ❧❡ #❡"❛#❞ ❞✉ ♣✐❝ ❞❡ ❧❛ ❍❘❋ ♣❛# #❛♣♣♦#" ] ❧✬♦#✐❣✐♥❡ ❞❡. "❡♠♣.✳ ■❧
✈❛#✐❡ .❡❧♦♥ ❧❡. #-❣✐♦♥. ❞✉ ❝❡#✈❡❛✉ ❡" ❧❡. ✐♥❞✐✈✐❞✉.✱ ❡" ❡." ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞❡ ✹ ] ✼ .❡❝♦♥❞❡.✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✸ ✕ ❋♦♥❝1✐♦♥ ❞❡ $5♣♦♥&❡ ❤5♠♦❞②♥❛♠✐H✉❡ ; ✉♥ &1✐♠✉❧✉& ❜$❡❢ ♠❡&✉$5❡ ; ♣❛$1✐$ ❞✉ &✐❣♥❛❧
❇❖▲❉ ❡♥ ✉♥ ✈♦①❡❧ ❞♦♥♥5
❈♦♠♠❡ ❧❛ #-♣♦♥.❡ ❤-♠♦❞②♥❛♠✐L✉❡ ❡." ❧✐♥-❛✐#❡✱ ♦♥ #❡♣#-.❡♥"❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦.❛♥"❡ ❇❖▲❉
sB ❞✉ .✐❣♥❛❧ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #-♣♦♥.❡ ♥❡✉#♦♥❛❧❡ sN ♣❛# ❧❛ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡ #-♣♦♥.❡
❤-♠♦❞②♥❛♠✐L✉❡ ✿
sB = HRF ∗ sN
✹✸
✶✳✷✳✷✳✻ ▲❡& &'(✉❡♥❝❡& ❞✬✐♠❛❣❡2✐❡ 2❛♣✐❞❡
▲✬✐♠❛❣❡'✐❡ ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡ .✬❡., ❞0✈❡❧♦♣♣0❡ 3 ♣❛',✐' ❞❡ ❧❛ ♠✐.❡ ❛✉ ♣♦✐♥, ❞❡ .05✉❡♥❝❡.
❞✬❛❝5✉✐.✐,✐♦♥. '❛♣✐❞❡. ❝♦♠♠❡ ❧❡. .05✉❡♥❝❡. ❋▲❆❙❍✱ ❊<■ ❡, <❘❊❙❚❖✱ 5✉✐ ♣❡'♠❡,,❡♥,
❞✬♦❜,❡♥✐' ❞❡. ✐♠❛❣❡. ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡. ❞✉ ❝❡'✈❡❛✉ ❡♥ 5✉❡❧5✉❡. .❡❝♦♥❞❡. ❛✈❡❝ ✉♥❡ .❡♥.✐✲
❜✐❧✐,0 .❛,✐.❢❛✐.❛♥,❡✱ ❡, ❞♦♥❝ ❞✬0❝❤❛♥,✐❧❧♦♥♥❡' ❧❡. ✈❛'✐❛,✐♦♥. ❤0♠♦❞②♥❛♠✐5✉❡. ❛✈❡❝ ✉♥❡
'0.♦❧✉,✐♦♥ ,❡♠♣♦'❡❧❧❡ .❛,✐.❢❛✐.❛♥,❡✳
◆♦✉. ♣'♦♣♦.♦♥. ❞❡ ❞0❝'✐'❡ ❧❡. ❞❡✉① .05✉❡♥❝❡. ❞✬❛❝5✉✐.✐,✐♦♥ ❛②❛♥, .❡'✈✐ 3 ❛❝5✉0'✐'
❞❡. ✐♠❛❣❡. ❡♥ ❝♦♥,'❛.,❡ ❇❖▲❉ ✭♣♦♥❞0'0❡. ❡♥ T ∗2 ✮✳ ▲❛ .05✉❡♥❝❡ <❘❊❙❚❖ 0,❛✐, ✉,✐❧✐.0❡
♣♦✉' ♥♦. ❡①♣0'✐❡♥❝❡. ♠❡♥0❡. .✉' ❧✬✐♠❛❣❡✉' ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0,✐5✉❡ .,❛,✐5✉❡ ❞❡ ✶✱✺
❚✱ ,❛♥❞✐. 5✉❡ ❧❛ .05✉❡♥❝❡ ❊<■ ❡., ✉,✐❧✐.0❡ ❛✈❡❝ ❧✬✐♠❛❣❡✉' 3 ✸ ❚✳
▲❛ &'(✉❡♥❝❡ ❊5■ ✭❊❝❤♦ 5❧❛♥❛2 ■♠❛❣✐♥❣✮ &✐♥❣❧❡✲&❤♦=
❈❡,,❡ .05✉❡♥❝❡ ❛ 0,0 ♣'♦♣♦.0❡ ♣❛' ▼❛♥.✜❡❧❞ ❡♥ ✶✾✼✼ ❬▼❛♥.✜❡❧❞✱ ✶✾✼✼❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,✱
❧❡. ✐♥.,'✉♠❡♥,. ✉,✐❧✐.❛♥, ❝❡,,❡ .05✉❡♥❝❡ ❡♥ '♦✉,✐♥❡✱ ♥♦,❛♠♠❡♥, ❧❡. ❣'❛❞✐❡♥,. ❢♦',. 3
,❡♠♣. ❞❡ ❝♦♠♠✉,❛,✐♦♥ ,'V. ❝♦✉',✱ ♥✬♦♥, 0,0 ❞✐.♣♦♥✐❜❧❡. 5✉❡ ❜✐❡♥ ♣❧✉. ,❛'❞ ❬❙,❡❤❧✐♥❣
❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❪✳ ❖♥ ❝❤❡'❝❤❡ 3 ❛❝5✉0'✐' ,♦✉, ❧✬❡.♣❛❝❡✲
−→
k ❛♣'V. ✉♥❡ .❡✉❧❡ ✐♠♣✉❧.✐♦♥ ❘❋ ♣❡♥✲
❞❛♥, ✉♥ ,'❛✐♥ ❞✬0❝❤♦. ❞❡ ❣'❛❞✐❡♥, ❝♦♠♣♦',❛♥, ❛✉,❛♥, ❞✬0❝❤♦. 5✉❡ ❞❡ ❧✐❣♥❡.✳ ▲✬❡.♣❛❝❡✲
−→
k
❡., ♣❛'❝♦✉'✉ ❡♥ ✉♥❡ .❡✉❧❡ ❢♦✐. ❣'W❝❡ 3 ❞❡. ❣'❛❞✐❡♥,. ❞❡ ,'V. ❝♦✉',❡ ❞✉'0❡ ✭✈♦✐' ✜❣✉'❡
✶✳✷✹✮✳ ▲❡ ,❡♠♣. ❞✬0❝❤♦ ❡✛❡❝,✐❢ ❚❊ ❡., ❧❡ ,❡♠♣. ❞✬0❝❤♦ 5✉✐ ❝♦''❡.♣♦♥❞ 3 ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❝❡♥✲
,'❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡.♣❛❝❡✲
−→
k ✳ ❉✉ ❢❛✐, ❞✉ ♥♦♠❜'❡ ❞✬0❝❤♦. ❛❝5✉✐.✱ ❧❡ ❚❊ ❡✛❡❝,✐❢ ❡., ❣0♥0'❛❧❡♠❡♥,
❧♦♥❣ ✭♣❧✉.✐❡✉'. ❞✐③❛✐♥❡. ❞❡ ♠.✮✱ ❝❡ 5✉✐ ❝♦♥❢V'❡ ❛✉① ✐♠❛❣❡. ✉♥❡ ❢♦',❡ ♣♦♥❞0'❛,✐♦♥ ❡♥
❚
∗
2✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐,✱ ❝❡,,❡ .05✉❡♥❝❡ ❡., ✉♥❡ .05✉❡♥❝❡ ❞❡ ❝❤♦✐① ♣♦✉' ❧✬❛❝5✉✐.✐,✐♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥0❡.
❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡.✳ ❆✈❡❝ ✉♥❡ .05✉❡♥❝❡ ❊<■ .✐♥❣❧❡ .❤♦,✱ ♦♥ '0❛❧✐.❡ ,②♣✐5✉❡♠❡♥, ✉♥❡ ✐♠❛❣❡
❞❡ ,❛✐❧❧❡ ✻✹ ✻✹ ❡♥ ♠♦✐♥. ❞❡ ✶✵✵ ♠.✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✷✹ ✕ ■❧❧✉#$%❛$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ #-.✉❡♥❝❡ ❞❡ $②♣❡ ❊3■ ♣♦✉% ✉♥❡ ✈❡%#✐♦♥ ❞✐$❡ ✏#✐♥❣❧❡ #❤♦$✑✱ ♦: $♦✉$❡#
❧❡# ❧✐❣♥❡# ❞❡ ❧✬❡#♣❛❝❡✲
−→
k #♦♥$ ❛❝.✉✐#❡# #✉✐$❡ < ✉♥❡ #❡✉❧❡ ✐♠♣✉❧#✐♦♥ ❘❋✳ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ✿ ♣❛%❝♦✉%# ❞❛♥#
❧✬❡#♣❛❝❡✲
−→
k ✳ ■♠❛❣❡ ❞❡ ❞%♦✐$❡ ✿ ❞-%♦✉❧❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ #-.✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝.✉✐#✐$✐♦♥✳
▲❡. ❝❛'❛❝,0'✐.,✐5✉❡. ❞❡ ❧✬❊<■ ❡♥ ❢♦♥, ✉♥❡ .05✉❡♥❝❡ ,'V. ♣♦♣✉❧❛✐'❡ ♣♦✉' ❧✬✐♠❛❣❡'✐❡
❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ .❛ ❢♦',❡ ♣♦♥❞0'❛,✐♦♥ ❡♥ T ∗2 ❧❛ '❡♥❞ 0❣❛❧❡♠❡♥, .❡♥.✐❜❧❡ 3 ❞❡.
❢❛❝,❡✉'. ✏♦✛✲'0.♦♥❛♥❝❡✑ ,❡❧. 5✉❡ ❧❡. ❤0,0'♦❣0♥0✐,0. ❞✉ ❝❤❛♠♣ .,❛,✐5✉❡✳ ◆♦'♠❛❧❡♠❡♥,✱
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡✈'❛✐, a,'❡ ❤♦♠♦❣V♥❡ 3 ❧✬✐♥,0'✐❡✉' ❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥,✱ ♠❛✐. ❧❛ .✉.❝❡♣,✐❜✐❧✐,0 ♠❛❣✲
♥0,✐5✉❡ ❞❡. ,✐..✉. ❜✐♦❧♦❣✐5✉❡. ❝'0❡♥, ❞❡ ♣❡,✐,❡. ♠❛❣♥0,✐.❛,✐♦♥. ❝♦♥,'❡❝❛''❛♥, ❧❡ ❝❤❛♠♣
❛♣♣❧✐5✉0✳ ▲❡. ♦. ♦✉ ❧✬❛✐' .❡✉❧.✱ ♥✬❛✛❡❝,❡♥, ♣'❛,✐5✉❡♠❡♥, ♣❛. ❧❡ ❝❤❛♠♣✳ <❛' ❝♦♥,'❡ ❧❡.
✹✹
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✈♦✐$✐♥$ ❝♦✉✈,❛♥' ✉♥❡ $✉,❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ,6'✐♥❡ 5✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ✏ ❝❤❛♠♣ +/❝❡♣0❡✉+✑✳ ❈❡ ❝❤❛♠♣
,6❝❡♣'❡✉,✱ ❧❡ ♣❧✉$ $♦✉✈❡♥' ❝✐,❝✉❧❛✐,❡✱ ❝♦♠♣♦,'❡ ❞❡✉① ③♦♥❡$ ❛♥'❛❣♦♥✐$'❡$ ✿ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❝❡♥✲
',❛❧❡ ❡' ✉♥❡ ③♦♥❡ ♣6,✐♣❤6,✐5✉❡ ✭✈♦✐, ✜❣✉,❡ ✶✳✸✵✮✳ ▲❛ $♦♠♠❛'✐♦♥ $♣❛'✐❛❧❡ ❞❡$ ✐♥❢♦,♠❛✲
'✐♦♥$ ❞❡ ♣❧✉$✐❡✉,$ ♣❤♦'♦,6❝❡♣'❡✉,$ $❡ ❢❛✐' ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ',✐❛❞❡ $②♥❛♣'✐5✉❡✱ ❝✬❡$'✲3✲❞✐,❡
❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥$ ❡♥',❡ ❧❡$ ♣❤♦'♦,6❝❡♣'❡✉,$✱ ❧❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$ ❤♦,✐③♦♥'❛❧❡$✱ ❡' ❧❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$
❜✐♣♦❧❛✐,❡$✳
❖♥ ❞✐$'✐♥❣✉❡ ❞❡✉① '②♣❡$ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡$ ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐,❡$ ✿
✕ ❧❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$ 1 ❝❡♥0+❡✲♦♥ $♦♥' ❡①❝✐'6❡$ ❧♦,$5✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐N,❡ ❡$' ❞✐,✐❣6❡ $✉, ❧❡ ❝❡♥',❡
❞❡ ❧❡✉, ❝❤❛♠♣ ,6❝❡♣'❡✉, '❛♥❞✐$ 5✉✬✉♥❡ ❧✉♠✐N,❡ ❛♣♣❧✐5✉6❡ $✉, ❧❛ ♣6,✐♣❤6,✐❡ ❧❡$
✹✾
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✵✿ ❘❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ %❝❤$♠❛'✐.✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ #$❝❡♣'❡✉# ❞✬✉♥❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐#❡✳
✐♥❤✐❜❡✳
✕ ❧❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❝❡♥#$❡✲♦✛ 0♦♥3 ✐♥❤✐❜4❡0 ♣❛$ ❧❛ ❧✉♠✐8$❡ ❛♣♣❧✐9✉4❡ 0✉$ ❧❡ ❝❡♥3$❡ ❞✉
❝❤❛♠♣ $4❝❡♣3❡✉$✱ ♠❛✐0 ❛❝3✐✈4❡0 ❧♦$09✉❡ ❧❛ ❧✉♠✐8$❡ ❡03 ❛♣♣❧✐9✉4❡ = ❧❛ ♣4$✐♣❤4$✐❡✳
▲❡ 3②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ✭❝❡♥3$❡✲♦♥ ♦✉ ❝❡♥3$❡✲♦✛✮ ❡03 ❞43❡$♠✐♥4 ♣❛$ ❧❡ 3②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❜✐♣♦❧❛✐$❡
✐♠♣❧✐9✉4 9✉✐ ❡03 0♦✐3 ❞4♣♦❧❛$✐0❛♥3✱ 0♦✐3 ❤②♣❡$♣♦❧❛$✐0❛♥3✳ ❈❡33❡ ❝♦♥✜❣✉$❛3✐♦♥ ❛♥3❛❣♦♥✐03❡
❞❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐$❡0 ❧❡0 $❡♥❞ ♣❛$3✐❝✉❧✐8$❡♠❡♥3 (❡♥(✐❜❧❡( ❛✉① ❝♦♥#$❛(#❡( ❧♦❝❛✉①
❡3 ❛✉① ❝❤❛♥❣❡♠❡♥30 $❛♣✐❞❡0 ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✈✐0✉❡❧❧❡✳
▲❛ 3❛✐❧❧❡ ❞❡0 ❝❤❛♠♣0 $4❝❡♣3❡✉$0 ❡03 ❝♦$$4❧4❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❞❡♥0✐34 ❞❡ ❝H♥❡0 ❞❛♥0 ❧❛ $43✐♥❡✳
❆✐♥0✐✱ ♣♦✉$ ❞❡0 ③♦♥❡0 ❢♦✈4❛❧❡0✱ ❧❛ ♣❛$3✐❡ ❝❡♥3$❛❧❡ ❞❡0 ❝❤❛♠♣0 $4❝❡♣3❡✉$0 ♥❡ ❝♦$$❡0♣♦♥❞
0♦✉✈❡♥3 9✉✬= ✉♥ 0❡✉❧ ❝H♥❡ ❲❛♥❞❡❧❧ ❬✶✾✾✺❪ 3❛♥❞✐0 9✉❡ ♣♦✉$ ❧❛ ♣❛$3✐❡ ♣4$✐♣❤4$✐9✉❡✱ ❧❛ 3❛✐❧❧❡
❞❡0 ❝❤❛♠♣0 $4❝❡♣3❡✉$0 ❛✉❣♠❡♥3❡ $❛♣✐❞❡♠❡♥3✳ ❆✐♥0✐✱ ❧✬♦$❣❛♥✐0❛3✐♦♥ ♣❡✉ ❝♦♥✈❡$❣❡♥3❡ ❞❡0
❝H♥❡0 ❛✈❡❝ ❧❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐$❡0 ❛00✉$❡ ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ $40♦❧✉3✐♦♥ 0♣❛3✐❛❧❡ = ❧❛ ✈✐0✐♦♥
❞✐✉$♥❡✳ Q❛$ ❝♦♥3$❡✱ ❧❡ 3$❛❥❡3 ❝❡♥3$✐♣83❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛3✐♦♥ ❡03 ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉0 ❝♦♥✈❡$❣❡♥3
❝❤❡③ ❧❡0 ❜S3♦♥♥❡30 ✿ ✐❧ ❡♥ $40✉❧3❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❞❡ ❝♦❧❧❡❝3❡ ❞❡ ♣❤♦3♦♥0 ♣❧✉0 43❡♥❞✉❡ ♣♦✉$
❝❤❛9✉❡ ❝❡❧❧✉❧❡ ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐$❡✱ ❝❡ 9✉✐ ❛♠4❧✐♦$❡ ❧❛ 0❡♥0✐❜✐❧✐34 ✭❛✉ ❞43$✐♠❡♥3 ❞❡ ❧❛ $40♦❧✉3✐♦♥
0♣❛3✐❛❧❡✮✳
❖♥ ♣❡✉3 ❞✐03✐♥❣✉❡$ 3$♦✐0 3②♣❡0 ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡0 ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐$❡0 ✿ ❧❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❛❧♣❤❛✱ ❜❡3❛
❡3 ❣❛♠♠❛✳
✕ ▲❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❜❡3❛✱ ♠❛❥♦$✐3❛✐$❡0 ❞❛♥0 ❧❛ $43✐♥❡✱ 0♦♥3 ❞❡ ♣❡3✐3❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❣❛♥❣❧✐♦♥✲
♥❛✐$❡0✱ ❛✉00✐ 9✉❛❧✐✜4❡0 ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡0 ❞❡ #②♣❡ 2 ✭♣♦✉$ ♣❛"✈✉%✱ ♣❡3✐3 ❡♥ ❧❛3✐♥✮✳ ❊❧❧❡0
0♦♥3 0❡♥0✐❜❧❡0 ❛✉① ❞✐✛4$❡♥❝❡0 ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$ ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛ ❧✉♠✐8$❡✱ ❡♥ ♣$40❡♥3❛♥3
✉♥ ❛♥3❛❣♦♥✐0♠❡ ❝❡♥3$❡✴♣4$✐♣❤4$✐❡ ❞❡ ❧❡✉$ ❝❤❛♠♣ $4❝❡♣3❡✉$ ❜❛04 0✉$ ❧✬♦♣♣♦0✐3✐♦♥
❡♥3$❡ ❞❡0 0✐❣♥❛✉① ❞❡ ❞✐✛4$❡♥3❡0 ❧♦♥❣✉❡✉$0 ❞✬♦♥❞❡✳ ❊❧❧❡0 0❡♠❜❧❡♥3 ❞♦♥❝ ❥♦✉❡$ ✉♥
$H❧❡ ❡00❡♥3✐❡❧ ❞❛♥0 ❧❡ 3$❛✐3❡♠❡♥3 ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉$✳
✕ ▲❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❛❧♣❤❛ ♣$40❡♥3❡♥3 ❞❡0 ❝❤❛♠♣0 $4❝❡♣3❡✉$0 ❞❡ 3❛✐❧❧❡ ♣❧✉0 ❣$❛♥❞❡ 9✉❡
❝❡✉① ❞❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❜❡3❛ ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✶✳✸✶✮✳ ❖♥ ❧❡0 ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉00✐ ❝❡❧❧✉❧❡0 ❞❡ #②♣❡ ▼
✭♣♦✉$ ♠❛❣♥✉%✱ ❣$❛♥❞ ❡♥ ❧❛3✐♥✮✳ ❊❧❧❡0 ♥✬♦♥3 ♣❛0 ❞✬♦♣♣♦0✐3✐♦♥ ❡♥ 3❡$♠❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉$0
❞✬♦♥❞❡ ❞✉ ❢❛✐3 ❞❡ ❧❡✉$ 3❛✐❧❧❡✱ ❝❛$ ❡❧❧❡0 ✐♥38❣$❡♥3 0✐♠✉❧3❛♥4♠❡♥3 ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛3✐♦♥
♣$♦✈❡♥❛♥3 ❞✬✉♥ ❣$❛♥❞ ♥♦♠❜$❡ ❞❡ ❝H♥❡0✳ ❉❡ ❝❡ ❢❛✐3✱ ♦♥ ♥❡ ❧❡0 3$♦✉✈❡ ♣❛0 ♥♦♥ ♣❧✉0
❞❛♥0 ❧❛ ❢♦✈4❛✱ ❝❡ 9✉✐ ❝♦♥✜$♠❡ ❧✬❛❜0❡♥❝❡ ❞❡ $H❧❡ ❞❛♥0 ❧❡ 3$❛✐3❡♠❡♥3 ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉$
♣♦✉$ ❝❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0✳ Q❛$ ❝♦♥3$❡✱ ❡❧❧❡0 ♣$♦♣❛❣❡♥3 ❧✬✐♥❢♦$♠❛3✐♦♥ ♥❡$✈❡✉0❡ ♣❧✉0 $❛♣✐❞❡✲
♠❡♥3 9✉❡ ❧❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❞❡ 3②♣❡ Q✱ ❡3 0♦♥3 ♣❧✉0 0❡♥0✐❜❧❡0 ❛✉① 03✐♠✉❧✐ = ❢❛✐❜❧❡ ❝♦♥3$❛03❡✳
❊❧❧❡0 0♦♥3 ❞♦♥❝ ♣❛$3✐❝✉❧✐8$❡♠❡♥3 ❛❞❛♣34❡0 ❞❛♥0 ❧❛ ❞43❡❝3✐♦♥ ❞❡ ♠♦✉✈❡♠❡♥3✳
✕ ❊♥✜♥✱ ❧❡0 ♣❡3✐3❡0 ❝❡❧❧✉❧❡0 ❣❛♠♠❛✱ 0♦♥3 ♣❧✉0 ❞✐✣❝✐❧❡0 = 43✉❞✐❡$ ❡♥ $❛✐0♦♥ ❞❡ ❧❡✉$
♣$40❡♥❝❡ 0♣♦$❛❞✐9✉❡✳ ❖♥ ❧❡0 ❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉00✐ ❝❡❧❧✉❧❡0 ❞❡ 3②♣❡ ❑ ✭♣♦✉$ ❦♦♥✐♦%✱ ♣♦✉0✲
✺✵
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✶✿ ❆❧❧✉#❡ ❡% %❛✐❧❧❡ ❝♦♠♣❛#,❡ ❞❡. ❝❡❧❧✉❧❡. ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐#❡. ❞❡ %②♣❡ ▼ ❡% 3 ❞❡ ❧❛ #,%✐♥❡ ✭.♦✉#❝❡ ✿
❤%%♣ ✿✴✴❧❡❝❡#✈❡❛✉✳♠❝❣✐❧❧✳❝❛✮✳
*✐+$❡ ❡♥ ❣$❡❝✮✳ ❊❧❧❡* ♣$2*❡♥3❡♥3 ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡♥❞$✐3✐8✉❡ 2♣❛$*✱ ❡3 *❡♠❜❧❡♥3 ♣♦**2❞❡$✱
❝♦♠♠❡ ♣♦✉$ ❧❡* ❝❡❧❧✉❧❡* <✱ ❞❡* ❛♥3❛❣♦♥✐*♠❡* = ❧❛ ❝♦✉❧❡✉$✳ ❊❧❧❡* *❡$❛✐❡♥3 ❞♦♥❝ ✐♠✲
♣❧✐8✉2❡* ❞❛♥* ❧❡ 3$❛✐3❡♠❡♥3 ❝❤$♦♠❛3✐8✉❡ ❬❈❛*❛❣$❛♥❞❡✱ ✶✾✾✹✱ ❱✐3❛❧✲❉✉$❛♥3 ❛♥❞
❇✉❧❧✐❡$✱ ✶✾✾✾✱ ❉❛❝❡② ❡3 ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳
❈❡* 3$♦✐* 3②♣❡* ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡* *♦♥3 = ❧✬♦$✐❣✐♥❡ ❞❡ 3$♦✐* ✈♦✐❡* ❝♦♠♣❧2♠❡♥3❛✐$❡* ❞✉ 3$❛✐3❡♠❡♥3
❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛3✐♦♥ ✈✐*✉❡❧❧❡✱ ❛♣♣❡❧2❡* ✈♦✐❡* ▼✱ <✱ ❡3 ❑✱ 8✉✐ *❡ ♣$♦❥❡33❡♥3 ❞❛♥* ❞❡* $2❣✐♦♥*
❞✐✛2$❡♥3❡* ❞✉ ❝♦$♣* ❣❡♥♦✉✐❧❧2 ❧❛32$❛❧✳
✶✳✸✳✶✳✷ ▲❡ ❝♦(♣* ❣❡♥♦✉✐❧❧0 ❧❛20(❛❧ ✭❈●▲✮
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✷ ✕ ❖#❣❛♥✐.❛%✐♦♥ ❞❡. ✻ ❝♦✉❝❤❡. ❞✉ ❈●▲
❆ ✿ ❖#❣❛♥✐.❛%✐♦♥ .%#❛%✐✜,❡ ✭❞✬❛♣#B. ❍✉❜❡❧ ❛♥❞ ❲✐❡.❡❧ ❬✶✾✼✼❪✮
❇ ✿ ❙❝❤,♠❛ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝%✐✈✐%, ❡♥%#❡ ❧❛ #,%✐♥❡ ❡% ❧❡. ❞✐✛,#❡♥%❡. ❝♦✉❝❤❡. ❞✉ ❈●▲ ✭.♦✉#❝❡ ✿
❤%%♣ ✿✴✴❧❡❝❡#✈❡❛✉✳♠❝❣✐❧❧✳❝❛✮✳
✺✶
▲❡ ❈●▲ ❡$% ❝♦♠♣♦$* ❞❡ $✐① ❝♦✉❝❤❡$ ❝❡❧❧✉❧❛✐2❡$ $✉♣❡2♣♦$*❡$ ✭✈♦✐2 ✜❣✉2❡ ✶✳✸✷✳❆✮✳ ▲❡$
❞❡✉① ❝♦✉❝❤❡$ ✐♥❢*2✐❡✉2❡$ ✭✶ ❡% ✷ $✉2 ❧❛ ✜❣✉2❡ ✶✳✸✷✮ 2❡?♦✐✈❡♥% ❧❡$ ❛✛*2❡♥❝❡$ ❞❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$
❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐2❡$ ▼ ❞❡ ❧❛ 2*%✐♥❡✳ ■❧$ ❝♦♥%✐❡♥♥❡♥% ❞❡ ❣2♦$ ❝♦2♣$ ❝❡❧❧✉❧❛✐2❡$ ❡% ❝♦♥$%✐%✉❡♥%
❧❛ ③♦♥❡ ♠❛❣♥♦❝❡❧❧✉❛✐2❡ ▼ ❞✉ ❈●▲✳ ▲❡$ D✉❛%2❡ ❝♦✉❝❤❡$ $✉♣*2✐❡✉2❡$ ✭✸✲✻✮ 2❡?♦✐✈❡♥% ❧❡$
❛✛*2❡♥❝❡$ ❞❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$ ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐2❡$ G✳ ❊❧❧❡$ $♦♥% ❝♦♠♣♦$*❡$ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡$ I ❝♦2♣$ ♣❧✉$
♣❡%✐% ❡% ❝♦♥$%✐%✉❡♥% ❧❛ ③♦♥❡ ♣❛2✈♦❝❡❧❧✉❧❛✐2❡ G ❞✉ ❈●▲✳ ❈❤❛D✉❡ ❝♦✉❝❤❡ ♣2*$❡♥%❡ ❡♥ ♣❧✉$
✉♥❡ $♦✉$✲❝♦✉❝❤❡ ❞❡ ❝♦2♣$ ❝❡❧❧✉❧❛✐2❡$ %2J$ ♣❡%✐%$ ✭$♦✉$✲❝♦✉❝❤❡ ❦♦♥✐♦❝❡❧❧✉❧❛✐2❡ ❑✮ 2❡❧✐*$
❛✉① ❝❡❧❧✉❧❡$ ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐2❡$ ❑✳
❈❤❛D✉❡ ❈●▲ %2❛✐%❡ ❧❡$ ✐♥❢♦2♠❛%✐♦♥$ ❞❡ ❧✬❤*♠✐❝❤❛♠♣ ✈✐$✉❡❧ ❝♦♥%2❛❧❛%*2❛❧✱ ❡% 2❡?♦✐%
❞❡$ ❛✛*2❡♥❝❡$ ♣2♦✈❡♥❛♥% ❞❡$ ❞❡✉① ②❡✉①✱ ❡♥ ❛❧%❡2♥❛♥% ❞✬✉♥❡ ❝♦✉❝❤❡ I ❧✬❛✉%2❡ ❧❡$ ✐♥❢♦2✲
♠❛%✐♦♥$ ❞❡ ❧✬P✐❧ ❝♦♥%2❛❧❛%*2❛❧ ❡% ❞❡ ❧✬P✐❧ ✐♣$✐❧❛%*2❛❧ ✭✜❣✉2❡ ✶✳✸✷✳❇✮✳
▲❡ 2R❧❡ ❞✉ ❈●▲ 2❡$%❡ $✉❥❡% I ❝♦♥%2♦✈❡2$❡$✳ ❇✐❡♥ D✉✬✐❧ ♥❡ $❡♠❜❧❡ ♣❛$ ② ❛✈♦✐2
❞✬✐♥%*❣2❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦2♠❛%✐♦♥ ✈✐$✉❡❧❧❡ I ❝❡ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❡ ❈●▲ $❡♠❜❧❡ ❛❣✐2 ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✜❧%2❡
❛%%❡♥%✐♦♥♥❡❧ ❛%%*♥✉❛♥% ♦✉ ❛✉❣♠❡♥%❛♥% ❧❡$ $✐❣♥❛✉①✳
▲❡$ %❡2♠✐♥❛✐$♦♥$ ❛①♦♥❛❧❡$ ❞❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$ ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐2❡$ $❡ ♣2♦❥❡%%❡♥% $✉2 ❧❡$ ❝♦✉❝❤❡$
❞✉ ❈●▲✱ ❡♥ ❝♦♥$❡2✈❛♥% ❧✬♦2❣❛♥✐$❛%✐♦♥ $♣❛%✐❛❧❡ ❞❡$ ✐♥❢♦2♠❛%✐♦♥$ ❝❛♣%*❡$ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡
❧❛ 2*%✐♥❡ ✿ ❝❡%%❡ ♣2♦♣2✐*%* ❡$% ❛♣♣❡❧*❡ ❧❛  !"✐♥♦"♦♣✐❡✳ ❆✐♥$✐✱ ❝❤❛D✉❡ ♣♦✐♥% ❞✉ ❝❤❛♠♣
✈✐$✉❡❧ ✭♣❡2?✉ ♣❛2 ❧❡$ ❞❡✉① ②❡✉①✮ $❡ ♣2♦❥❡%%❡ $✉2 ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ %2❛✈❡2$❛♥% %♦✉%❡$ ❧❡$ ❝♦✉❝❤❡$
✭✈♦✐2 ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ♣2♦❥❡❝%✐♦♥ ✜❣✉2❡ ✶✳✸✷✳❆✮✳ ❈❡%%❡ ♣2♦♣2✐*%* ❞❡ 2*%✐♥♦%♦♣✐❡ $❡ ♠❛✐♥%✐❡♥%
❛✉$$✐ ❞❛♥$ ✉♥❡ ❣2❛♥❞❡ ♣❛2%✐❡ ❞✉ ❝♦2%❡① ✈✐$✉❡❧✳
✶✳✸✳✶✳✸ ▲❡ ❝♦ "❡① ✈✐/✉❡❧ /" ✐! ✭❛✐ ❡ ❱✶✮
▲❡$ 2❛❞✐❛%✐♦♥$ ♦♣%✐D✉❡$ ♣2♦✈❡♥❛♥% ❞✉ ❈●▲ ♣♦✐♥%❡♥% ♣2✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% $✉2 ❧❡ ❝♦2%❡①
✈✐$✉❡❧ ♣2✐♠❛✐2❡✱ ♦✉ ❝♦2%❡① $%2✐*✱ $✐%✉* ❛✉① ♣R❧❡$ ♣♦$%*2✐❡✉2$ ❞❡$ ❧♦❜❡$ ♦❝❝✐♣✐%❛✉①✳ ❈❡%%❡
♣❛2%✐❡ ❞✉ ❝♦2%❡① ✈✐$✉❡❧ ❡$% ♥♦♠♠* ❛✐♥$✐ ❡♥ 2❛✐$♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣2*$❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ $%2✐❡ ✭$%2✐❡ ❞❡
●❡♥♥❛2✐✮ ❛✐$*♠❡♥% 2❡❝♦♥♥❛✐$$❛❜❧❡ I ❧✬P✐❧ ♥✉✳ ❊❧❧❡ ❝♦22❡$♣♦♥❞ I ❧✬❛✐2❡ ✶✼ ❞❡ ❧❛ ❝❧❛$$✐✜✲
❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❇2♦❞♠❛♥♥✱ ♠❛✐$ ❡$% ♣❧✉$ ❝♦♠♠✉♥*♠❡♥% ❛♣♣❡❧*❡ ❧✬❛✐ ❡ ❱✶✱ ♣✉✐$D✉❡ ❝✬❡$% ❧❛
♣2❡♠✐J2❡ ❛✐2❡ ❝♦2%✐❝❛❧❡ I 2❡❝❡✈♦✐2 ❧✬✐♥❢♦2♠❛%✐♦♥ ✈✐$✉❡❧❧❡ ❡% I ❧❛ %2❛✐%❡2✳ ❊❧❧❡ ❡$% ❝❡♥%2*❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ $❝✐$$✉2❡ ❝❛❧❝❛2✐♥❡ ✭✈♦✐2 ✜❣✉2❡ ✶✳✹✷✮✳
❖ ❣❛♥✐/❛"✐♦♥ ❡♥ ✻ ❝♦✉❝❤❡/
▲❡ ❝♦2%❡① ✈✐$✉❡❧✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ 2❡$%❡ ❞✉ ♥*♦❝♦2%❡①✱ ❡$% ♦2❣❛♥✐$* ❡♥ ✻ ❝♦✉❝❤❡$ ❝❡❧❧✉❧❛✐2❡$
✭✈♦✐2 ✜❣✉2❡ ✶✳✸✸✮✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛2% ❞❡$ %❡2♠✐♥❛✐$♦♥$ ❞❡$ ♥❡✉2♦♥❡$ ♣2♦✈❡♥❛♥% ❞✉ ❈●▲ ❢♦♥%
$②♥❛♣$❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ■❱ ✭❡♥ ♠❛❥♦2✐%* ❞❛♥$ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ■❱❈✮ ❛✈❡❝ ❧❡$ ♣❡%✐%❡$
❝❡❧❧✉❧❡$ *%♦✐❧*❡$✱ ❡♥ ❝♦♥%❛❝% ❛✈❡❝ ❧❡$ ❝♦✉❝❤❡$ ✈♦✐$✐♥❡$✳ ❈❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$ *%♦✐❧*❡$ ♦♥% ❡❧❧❡$ ❛✉$$✐
♣♦✉2 ❧❛ ♣❧✉♣❛2% ❞❡$ ❝❤❛♠♣$ 2*❝❡♣%❡✉2$ ❞❡ %②♣❡ ❝❡♥%2❡✲♦♥ ♦✉ ❝❡♥%2❡✲♦✛✳
G❧✉$ $♣*❝✐✜D✉❡♠❡♥%✱ ❧❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ▼ ❞✉ ❈●▲ 2❡❥♦✐❣♥❡♥% ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ■❱❈α ❞✉
❝♦2%❡① $%2✐*✳ ❆ ❝❡ ♥✐✈❡❛✉ ❧❡$ ❝❤❛♠♣$ 2*❝❡♣%❡✉2$ ❞❡$ ♥❡✉2♦♥❡$ $♦♥% ❡♥❝♦2❡ ♠♦♥♦❝✉❧❛✐2❡$✳
■❧$ ♥❡ $♦♥% ♣❧✉$ ❝✐2❝✉❧❛✐2❡$✱ ♠❛✐$ ♣❧✉%R% ❞❡ ❢♦2♠❡ ❛❧❧♦♥❣*❡✳ ■❧$ ♣2♦❥❡%%❡♥% ❡♥$✉✐%❡ ✈❡2$
❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ■❱❇✱ ❛✈❡❝ ❞❡$ ❝❤❛♠♣$ 2*❝❡♣%❡✉2$ $✐♠♣❧❡$✱ ♠❛✐$ 2*♣♦♥❞❛♥% I ❧❛ $%✐♠✉❧❛%✐♦♥
❞❡$ ❞❡✉① ②❡✉①✳ ❈❡$ ♥❡✉2♦♥❡$ ❝♦♠♠❡♥❝❡♥% ❞♦♥❝ ❧❡ %2❛✈❛✐❧ ♥*❝❡$$❛✐2❡ I ❧✬✐♥%*❣2❛%✐♦♥ ❞❡
❧❛ ✈✐$✐♦♥ ❜✐♥♦❝✉❧❛✐2❡ ✭✈♦✐2 ✜❣✉2❡ ✶✳✸✹✮✳ ▲❡✉2$ ❝❤❛♠♣$ 2*❝❡♣%❡✉2$ $♦♥% ❛✉$$✐ ❞❡ ❢♦2♠❡
❛❧❧♦♥❣*❡ ❡% $❡♠❜❧❡♥% Y%2❡ $*❧❡❝%✐❢$ I ❧❛ ❞✐2❡❝%✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥%✳
▲❡$ ❝❡❧❧✉❧❡$ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ G $❡ ♣2♦❥❡%%❡♥% ❞❛♥$ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ■❱❈β✳ ❈♦♠♠❡ ♣♦✉2 ❧❡$
❝❡❧❧✉❧❡$ ❣❛♥❣❧✐♦♥♥❛✐2❡$ I ❧✬♦2✐❣✐♥❡ ❞❡ ❝❡%%❡ ✈♦✐❡✱ ❧❡$ ❝❤❛♠♣$ 2*❝❡♣%❡✉2$ ❞❡$ ♥❡✉2♦♥❡$ ❞❡
❝❡%%❡ ❝♦✉❝❤❡ ■❱❈β $♦♥% ❞❡ ♣❡%✐%❡ %❛✐❧❧❡✱ ❡% $♦✉✈❡♥% I ♦♣♣♦$✐%✐♦♥ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉2 ❞✬♦♥❞❡ ❞❡ ❧❛
✺✷
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✸✿ ▲❡ ❝♦$%❡① ❡'% ♦$❣❛♥✐', ❡♥ ✻ ❝♦✉❝❤❡' ❝❡❧❧✉❧❛✐$❡'✳ ❉❡ ♠❛♥✐4$❡ ❣,♥,$❛❧❡✱ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ■❱
$❡8♦✐% ❞❡' ✐♥❢♦$♠❛%✐♦♥' ❛✛,$❡♥%❡'✳ ▲❡' ❝♦✉❝❤❡' ■■ ❡% ■■■ $❡❧❛✐❡♥% ❧✬✐♥❢♦$♠❛%✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉%$❡' '%$✉❝%✉$❡'
❝♦$%✐❝❛❧❡'✱ %❛♥❞✐' >✉❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❱ ❧✬❡♥✈♦✐❡ ✈❡$' ❞❡' '%$✉❝%✉$❡' ❡①%$❛✲❝♦$%✐❝❛❧❡' ✭'♦✉$❝❡ ✿ ❤%%♣ ✿✴✴❧❡❝❡$✲
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❞❡ ✈✉❡ ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡❧ ❡2/ ❡♥❝♦5❡ ❞=❜❛//✉❡✳
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❞❛♥" ❧❡" ❧♦❜❡" ♣❛+✐4*❛✉① ❡* *❡♠♣♦+❛✉①✳ ■❧ +❡♣+4"❡♥*❡ ✷✵✪ ❞❡ ❧❛ "✉+❢❛❝❡ *♦*❛❧❡ ❞✉ ❝♦+✲
*❡①✳ ❖♥ ♣+4"✉♠❡ ❛✉❥♦✉+❞✬❤✉✐ @✉✬✐❧ ❡"* ❝♦♠♣♦"4 ❞❡ ♣❧✉" ❞✬✉♥❡ @✉✐♥③❛✐♥❡ ❞✬❛✐+❡" ✈✐"✉❡❧❧❡"✳
a❡♥❞❛♥* ❧♦♥❣*❡♠♣"✱ ❧❡ ❝♦+*❡① "*+✐4✱ @✉❛❧✐✜4 ❞❡ ✏✈✐"✐♦✲"❡♥"♦+✐❡❧✑✱ ❛ 4*4 ❝♦♥"✐❞4+4 4*❛♥* ❝❛✲
♣❛❜❧❡ ❞❡ *+❛✐*❡+ ✐♥*4❣+❛❧❡♠❡♥* ❧✬✐♥❢♦+♠❛*✐♦♥ ✈✐"✉❡❧❧❡✱ ❛❧♦+" @✉❡ ❧❡ ❝♦+*❡① ♣+4✲"*+✐4✱ @✉❛❧✲
✐✜4 ❞❡ ✏✈✐"✉♦✲♣"②❝❤✐@✉❡✑✱ ♥❡ "❡+✈❛✐* ♣❛" ❛✉ *+❛✐*❡♠❡♥* ✏❜+✉*✑ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦+♠❛*✐♦♥ ✈✐"✉❡❧❧❡
✿ ✐❧ ♥✬4*❛✐* ❛✐♥"✐ ♣❛" ♣❡♥"❛❜❧❡ @✉❡ "❛ ❧4"✐♦♥ ❡♥*+❛b♥❡ ✉♥ ❞4✜❝✐* ✈✐"✉❡❧ ✏♣+✐♠❛✐+❡✑ ❬❩❡❦✐✱
✶✾✼✽❛✱ ✶✾✾✵✱ ❩❡❦✐ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❪✳ ❈❡**❡ ✈✐"✐♦♥ ❞✉❛❧✐"*❡ ❡* "✐♠♣❧❡ ❢✉* +❡♠✐"❡ ❢♦+*❡♠❡♥* ❡♥
@✉❡"*✐♦♥ ♣❛+ ❞❡" ❡①♣4+✐❡♥❝❡" ❡✛❡❝*✉4❡" ❝❤❡③ ❧❡ "✐♥❣❡✱ ❡* ♣❛+ ❧❡" ♦❜"❡+✈❛*✐♦♥" ❝❧✐♥✐@✉❡" ❞❡
♣❛*✐❡♥*" @✉✐✱ ❛②❛♥* ❞❡" ❧4"✐♦♥" ❧♦❝❛❧✐"4❡"✱ ♣❡+❞❛✐❡♥* ❞❡" ❝❛♣❛❝✐*4" ✈✐"✉❡❧❧❡" ❡①*+B♠❡♠❡♥*
"♣4❝✐✜@✉❡"✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❡+❝❡♣*✐♦♥ ❞❡" ❝♦✉❧❡✉+"✱ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥* ❬❩✐❤❧ ❡* ❛❧✳✱ ✶✾✽✸❪✱ ♦✉ ❡♥✲
❝♦+❡ ❞❡ ❧❛ +❡❝♦♥♥❛✐""❛♥❝❡ ❞❡" ✈✐"❛❣❡"✳ ❆✉❥♦✉+❞✬❤✉✐ ❞❡ ♥♦♠❜+❡✉"❡" ❛✐+❡" ✈✐"✉❡❧❧❡" ♦♥* 4*4
❞4❝♦✉✈❡+*❡"✱ ❡♥ ♣❛+*✐❝✉❧✐❡+ ❣+e❝❡ F ❧❛ *❡❝❤♥✐@✉❡ ❞✬■❘▼❢ ♣❡+♠❡**❛♥* ❞✬♦❜*❡♥✐+ ❞❡" ❝❛+*❡"
❞✬❛❝*✐✈❛*✐♦♥" ✐♥ ✈✐✈♦ ❝❤❡③ ❧✬❍♦♠♠❡ ❡♥ *❡♠♣" +4❡❧✳ ❈❡**❡ "❡❝*✐♦♥ "❡ ♣+♦♣♦"❡ ❞✬❡①♣♦"❡+
❧❡" ❝♦♥♥❛✐""❛♥❝❡" ❛❝@✉✐"❡" +4❝❡♠♠❡♥* "✉+ ❧❡✉+ ♦+❣❛♥✐"❛*✐♦♥ ❛♥❛*♦♠♦✲❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡*
❝❡+*❛✐♥❡" ❞❡ ❧❡✉+ ♣+♦♣+✐4*4"✳
✶✳✸✳✷✳✶ ❘❡♣ !-❡♥"❛"✐♦♥  !"✐♥♦"♦♣✐/✉❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐-✉❡❧ ❞❛♥- ❧❡ ❝♦ "❡① -" ✐!
❡" ❡①" ❛✲-" ✐!
❉❛♥" *♦✉*❡ ❧❛ "✉✐*❡ ❞✉ ♠❛♥✉"❝+✐*✱ ♦♥ ✉*✐❧✐"❡+❛ ✉♥ "②"*6♠❡ ❞❡ ❝♦♦+❞♦♥♥4❡" ♣♦❧❛✐+❡"
(r, α) ♣♦✉+ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐"✉❡❧ ✭✜❣✉+❡ ✶✳✸✾✮✳ ❯♥❡ ♣♦"✐*✐♦♥ ❞❛♥" ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐"✉❡❧ ❡"* ❝❛+✲
❛❝*4+✐"4❡ ♣❛+ "♦♥ ❡①❝❡♥" ✐❝✐"!  ♣❛+ +❛♣♣♦+* ❛✉ ❝❡♥*+❡ ❞✉ +❡❣❛+❞ ❡* "♦♥ ❛♥❣❧❡ ♣♦✲
❧❛✐ ❡ α✱ ❡①♣+✐♠4" *♦✉" ❧❡" ❞❡✉① ❡♥ ❞❡❣+4"✳ ▲✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐+❡ ❡"* ❝♦♠♣*4 ❞❛♥" ❧❡ "❡♥"
*+✐❣♦♥♦♠4*+✐@✉❡ ❡* "♦♥ ♦+✐❣✐♥❡ ❝♦++❡"♣♦♥❞ ❛✉ ♠4+✐❞✐❡♥ ✈❡+*✐❝❛❧ ✐♥❢4+✐❡✉+ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐✲
"✉❡❧✳ ➚ *✐*+❡ ✐♥❞✐❝❛*✐❢✱ ✉♥❡ ❡①❝❡♥*+✐❝✐*4 ❞✬✉♥ ❞❡❣+4 ❞❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐"✉❡❧ ❝♦++❡"♣♦♥❞ F ✉♥❡
❧♦♥❣✉❡✉+ ❞❡ ✉♥ ❝❡♥*✐♠6*+❡ ✈✉❡ F ✺✼ ❝♠ ❞❡ ❞✐"*❛♥❝❡✱ ❡* +❡♣+4"❡♥*❡ ✵✳✸ ♠♠ "✉+ ❧❛ +4*✐♥❡✳
▼✐-❡ ❡♥ !✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛  !"✐♥♦"♦♣✐❡ ❞❛♥- /✉❡❧/✉❡- ❛✐ ❡- ✈✐-✉❡❧❧❡- ♣ ✐♠❛✐ ❡-
✺✼
❋✐❣✉$❡ ✶✳✸✾ ✕ ❈♦♦"❞♦♥♥%❡' ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐'✉❡❧ ♣❛" "❛♣♣♦"1 ❛✉ ❝❡♥1"❡ ❞❡ "❡❣❛"❞✳
❈♦♠♠❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞/❝♦✉✈❡12❡3 ❡♥ ♥❡✉1♦♣❤②3✐♦❧♦❣✐❡✱ ❝✬❡32 ❞✬❛❜♦1❞ ♣❛1 ❞❡3 /2✉❞❡3
3✉1 ❞❡3 ❧/3✐♦♥3 ❝♦12✐❝❛❧❡3 <✉❡ ❧❛ 1❡♣1/3❡♥2❛2✐♦♥ ♦1❞♦♥♥/❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐3✉❡❧ ❞❛♥3 ❧✬❛✐1❡ ❱✶
❛ /2/ ♠✐3❡ ❡♥ ❧✉♠✐>1❡✳ ❊♥ ✶✾✵✾✱ ✉♥ ♦♣❤2❛❧♠♦❧♦❣✐32❡ ❥❛♣♦♥❛✐3 ♥♦♠♠/ ■♥♦✉②❡ 3✬♦❝❝✉♣❡
❞❡ ❜❧❡33/3 ❞❡ ❧❛ ❣✉❡11❡ 1✉33♦✲❥❛♣♦♥❛✐3❡✱ ❡2 3✬❛♣❡1D♦✐2 <✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❝♦11/❧❛2✐♦♥ ❡♥21❡
❧❛ ❧♦❝❛❧✐3❛2✐♦♥ ❞❡ ❧/3✐♦♥3 ❞❛♥3 ❧❡ ❝♦12❡① 321✐/✱ ❡2 ❧❛ ❧♦❝❛❧✐3❛2✐♦♥ ❞❡3 ❞/✜❝✐23 ❞❡ ♣❡1❝❡♣✲
2✐♦♥ ❞❛♥3 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐3✉❡❧ ❬■♥♦✉②❡✱ ✶✾✵✾❪✳ ❙❡3 21❛✈❛✉①✱ ❛✐♥3✐ <✉❡ ❝❡✉① ❞✉ ♥❡✉1♦❧♦❣✐32❡
❍♦❧♠❡3 ❬❍♦❧♠❡3✱ ✶✾✶✽❪✱ ♠❡22❡♥2 ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ <✉❡ ❧✬❛✐1❡ ❱✶ ❝♦♥2✐❡♥2 ✉♥❡ 1❡♣1/3❡♥2❛2✐♦♥
2♦♣♦❧♦❣✐<✉❡ ❞❡ ❧✬❤/♠✐❝❤❛♠♣ ✈✐3✉❡❧ ❝♦♥21❛❧❛2/1❛❧ ✭✐♥✈❡13/❡ ❛✉2♦✉1 ❞✉ ♠/1✐❞✐❡♥ ❤♦1✐③♦♥✲
2❛❧✮✱ ❡2 <✉❡ ❧❛ ❢♦✈/❛ ❝♦11❡3♣♦♥❞ P ✉♥❡ 3✉1❢❛❝❡ ❝♦12✐❝❛❧❡ ♣❧✉3 ❣1❛♥❞❡ <✉✬✉♥❡ ♣♦12✐♦♥
/<✉✐✈❛❧❡♥2❡ ❡♥ ♣/1✐♣❤/1✐❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐3✉❡❧ ❬❚❡✉❜❡1 ❡2 ❛❧✳✱ ✶✾✻✵✱ ❋✐3❤♠❛♥✱ ✶✾✾✼❪✳
❈❡3 ♦❜3❡1✈❛2✐♦♥3 3♦♥2 ❝♦♥✜1♠/❡3 ♣❛1 ❞✬❛✉21❡3 2❡❝❤♥✐<✉❡3 ✿ ♣❛1 ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ 32✐♠✲
✉❧❛2✐♦♥ /❧❡❝21✐<✉❡ ❞❡ 1/❣✐♦♥3 ♣1/❝✐3❡3 ❞❡ ❱✶ ❝❤❡③ ✉♥ 3✉❥❡2 ❛✈❡✉❣❧❡ ❞♦♥♥❡ ❧✐❡✉ P ✉♥❡
3❡♥3❛2✐♦♥ ❞❡ ❧✉♠✐>1❡ ❛✉① ❧♦❝❛❧✐3❛2✐♦♥3 ❝♦11❡3♣♦♥❞❛♥2❡3 ❛22❡♥❞✉❡3 ❞❛♥3 ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐3✉❡❧
❬❇1✐♥❞❧❡② ❛♥❞ ▲❡✇✐♥✱ ✶✾✻✽❪✳
Y♦✉1 /2✉❞✐❡1 ♣❧✉3 ♣1/❝✐3/♠❡♥2 ❧❛ 1/2✐♥♦2♦♣✐❡ ❞❡ ❧✬❛✐1❡ ❱✶✱ ❚♦♦2❡❧❧ ❛ ❢❛✐2 ❧✬❡①♣/1✐❡♥❝❡
3✉✐✈❛♥2❡ ❬❚♦♦2❡❧❧ ❡2 ❛❧✳✱ ✶✾✽✷❪ ✿ ❛♣1>3 ❛✈♦✐1 ❞1❡33/ ❞❡3 ♠❛❝❛<✉❡3 P ♠❛✐♥2❡♥✐1 ❧❡✉1 1❡❣❛1❞
❛✉ ❝❡♥21❡ ❞❡ ✜①❛2✐♦♥✱ ✐❧ ❧❡✉1 ♣1♦❥❡22❡ ❧❡ 32✐♠✉❧✉3 ✈✐3✉❡❧ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉1❡ ✶✳✹✵ 2♦✉2 ❡♥ ❧❡✉1
✐♥❥❡❝2❛♥2 ✉♥ ❛♥❛❧♦❣✉❡ 1❛❞✐♦❛❝2✐❢ ❞✉ ❣❧✉❝♦3❡✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ✈❛ \21❡ ♠/2❛❜♦❧✐3/ ♣1/❢/1❡♥2✐❡❧❧❡✲
♠❡♥2 ♣❛1 ❧❡3 ♥❡✉1♦♥❡3 ❛❝2✐✈/3 ♣❛1 ❝❡ 32✐♠✉❧✉3✳ ▲❡3 ♠❛❝❛<✉❡3 3♦♥2 ❡♥3✉✐2❡ 3❛❝1✐✜/3✱ ❧❡✉1
3✉1❢❛❝❡ ♦❝❝✐♣✐2❛❧❡ ❡32 1/❝✉♣/1/❡✱ ❞/♣❧✐/❡✱ ❡2 ♦♥ ❢❛✐2 ✉♥❡ ❛✉2♦1❛❞✐♦❣1❛♣❤✐❡✳ ❖♥ ♣❡✉2 ✈♦✐1
❧❡ 1/3✉❧2❛2 ♦❜2❡♥✉ ♣♦✉1 ❧✬❛✐1❡ ❱✶ ❞❡ ❧✬❤/♠✐3♣❤>1❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥ ♠❛❝❛<✉❡✱ <✉✐ ❛ ❞♦♥❝ 1❡D✉
❧❡3 ✐♥❢♦1♠❛2✐♦♥3 ✈✐3✉❡❧❧❡3 ❞❡ ❧✬❤/♠✐❝❤❛♠♣ ✈✐3✉❡❧ ❞1♦✐2✳
❈❡22❡ ❡①♣/1✐❡♥❝❡ ♠❡2 ❡♥ /✈✐❞❡♥❝❡ <✉❡ ❧✬♦1❣❛♥✐3❛2✐♦♥ 3♣❛2✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦1♠❛2✐♦♥ ✈✐✲
3✉❡❧❧❡ ❡32 ❝♦♥3❡1✈/❡ ❞❛♥3 ❧✬❛✐1❡ ❱✶ ❞❡ ❧❛ ❢❛D♦♥ 3✉✐✈❛♥2❡ ✿ ❧❡ ♠/1✐❞✐❡♥ ❤♦1✐③♦♥2❛❧ ✭▼❍✮
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♠✐"♦✐"✮✳ ❈❡##❡ ❝❛"❛❝#*"✐.#✐J✉❡ .❡"# \ ❞*❧✐♠✐#❡" ❧❡. ❛✐"❡. ✈✐.✉❡❧❧❡. ♣"✐♠❛✐"❡. "*#✐♥♦#♦♣✐J✉❡.
❡♥ ✉#✐❧✐.❛♥# ❞❡. .#✐♠✉❧✐ J✉✐ ❡♥❝♦❞❡♥# ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐.✉❡❧ ❡♥ ✈❛❣✉❡. ♣*"✐♦❞✐J✉❡.✱ ❡# ❡♥ ❝❛❧✲
❝✉❧❛♥# ❧✬✐♥✈❡".✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "❡♣"*.❡♥#❛#✐♦♥ ❝♦"#✐❝❛❧❡ \ ❧✬❛✐❞❡ ❞✉ ✏.✐❣♥❡ ❞✉ "❛♣♣♦"# ❧♦❝❛❧ ❞✉
❝❤❛♠♣ ✈✐.✉❡❧✑ ❬❙❡"❡♥♦ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪✳
 !✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❞*+❡❝+✐♦♥ ❞❡- ❛✐!❡- !*+✐♥♦+♦♣✐.✉❡ ♣❛! ■❘▼❢
b♦✉" #"♦✉✈❡" ❧✬♦"✐❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡ ❧❛ "❡♣"*.❡♥#❛#✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐.✉❡❧ ❞❛♥. ❧❡ ❝♦"#❡①✱ ♦♥
❞*#❡"♠✐♥❡ ❧❛ ♥♦"♠❛❧❡
−→n ❞❡ ❧❛ .✉"❢❛❝❡ ❝♦"#✐❝❛❧❡✱ ♦"✐❡♥#*❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛#✐B"❡ ❜❧❛♥❝❤❡ ✭▼❇✮
✈❡". ❧❡ ❧✐J✉✐❞❡ ❝*♣❤❛❧♦✲"❛❝❤✐❞✐❡♥ ✭▲❈❘✮✳ ❊♥.✉✐#❡ ♦♥ ❝"*❡ ✉♥❡ ♣❛"❛♠*#"✐.❛#✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡
✐.♦♠*#"✐J✉❡ (−→u ,−→v ) ❞❡ ❧❛ .✉"❢❛❝❡ ❞❡ #❡❧❧❡ .♦"#❡ J✉❡ (−→u ,−→v ,−→n ) ❢♦"♠❡♥# ✉♥ #"✐B❞"❡ ❞✐✲
"❡❝#✳ ▲✬♦"✐❡♥#❛#✐♦♥ ❞❡. ❝♦♦"❞♦♥♥*❡. (−→r ,−→α ) ❞❛♥. ❧❡ ❝♦"#❡① ❡.# ❡①♣"✐♠*❡ ♣❛" ❧❡ ❏❛❝♦❜✐❡♥
❞❡. ❢♦♥❝#✐♦♥. (−→r (−→u ,−→v ),−→α (−→u ,−→v ))✳ ◆♦✉. ❛♣♣❡❧♦♥. ❝❡##❡ ✈❛❧❡✉" ❧❡ !❛♣♣♦!+ ❧♦❝❛❧ ❞✉
❝❤❛♠♣ ✈✐-✉❡❧ ✭❘❈❱✮ ❬❙❡"❡♥♦ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✹❪ ✿















∣∣∣∣∣ = ∂r∂u ∂α∂v − ∂r∂v ∂α∂u ✭✶✳✶✮
❙♦♥ ✐♥#❡"♣"*#❛#✐♦♥ ❣*♦♠*#"✐J✉❡✱ ♣♦✉" ✉♥ *❧*♠❡♥# ❞❡ .✉"❢❛❝❡ ❞♦♥♥*✱ ❝♦""❡.♣♦♥❞ ❛✉
"❛♣♣♦"# ❡♥#"❡ ❧✬❛✐"❡ ♦"✐❡♥#*❡ ♠❡.✉"*❡ ❡♥ ❝♦♦"❞♦♥♥*❡. (−→r ,−→α ) ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐.✉❡❧ ❡# ❞❡
❧✬❛✐"❡ ♠❡.✉"*❡ ❡♥ ❝♦♦"❞♦♥♥*❡. (−→u ,−→v )✳ ◆♦✉. ❛♣♣❡❧♦♥. ❛✐"❡ ♦"✐❡♥#*❡ ❧✬❛✐"❡ ❞✬✉♥❡ .✉"❢❛❝❡
❞♦♥# ❧❡ .✐❣♥❡ ✐♥❞✐J✉❡ .✐ ❧❡. ❞❡✉① ❝♦♦"❞♦♥♥*❡. ✉#✐❧✐.*❡. ❞❛♥. .❛ ♠❡.✉"❡ ❢♦"♠❡♥# ❛✈❡❝ ❧❛
♥♦"♠❛❧❡ ❞❡ ❧❛ .✉"❢❛❝❡ ✉♥ #"✐B❞"❡ ❞✐"❡❝# ♦✉ ✐♥❞✐"❡❝#✳ ▲❡ ❘❈❱ ❡.# ♥*❣❛#✐❢ .✐ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉
❝❤❛♠♣ ✈✐.✉❡❧ .✉" ❧❛ .✉"❢❛❝❡ ❝♦"#✐❝❛❧❡✱ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬❡①#*"✐❡✉" ❞✉ ❝♦"#❡①✱ ❡.# ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ♠✐"♦✐"
❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐.✉❡❧✳ ▲❡ ❘❈❱ ❡.# ♣♦.✐#✐❢ .✐ ❝❡##❡ ✐♠❛❣❡ ♥❡ ❝♦♠♣♦"#❡ ♣❛. ❞✬✐♥✈❡".✐♦♥✳ ❈❡
.✐❣♥❡ ❡.# ❛♣♣❡❧* ❧❡ -✐❣♥❡ ❧♦❝❛❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐-✉❡❧ ✭❙❈❱✮✳
▲❡. ❛✐"❡. ♣"✐♠❛✐"❡. ✈✐.✉❡❧❧❡. ❛❞❥❛❝❡♥#❡. ♦♥# ❞❡. ❙❈❱ ❞✐✛*"❡♥#. ✿ ✐❧ ❡.# ♥*❣❛#✐❢ ♣♦✉"
❧❡. ❛✐"❡. ❱✶ ❡# ❱✸✱ ❡# ♣♦.✐#✐❢ ♣♦✉" ❧❡. ❛✐"❡. ❱✷✱ ❱✹ ❡# ❱✸❆ ✭✈♦✐" ✜❣✉"❡ ✶✳✹✶✮✳ ❆ ♣❛"#✐"
❞❡. ❝❛"#❡. ❝♦"#✐❝❛❧❡. ❞❡ "❡♣"*.❡♥#❛#✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐.✉❡❧ ♦❜#❡♥✉❡. \ ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬■❘▼
❢♦♥❝#✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♥♦✉. ❝❛❧❝✉❧♦♥. ❧❡ "❛♣♣♦"# ❧♦❝❛❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐.✉❡❧ ❡# ❞*#❡❝#♦♥. ❧❡. ❧✐♠✐#❡.
❞❡. ❛✐"❡. ✈✐.✉❡❧❧❡. J✉✐ ❝♦""❡.♣♦♥❞❡♥# ❛❧♦". ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ③*"♦ ❞✉ ❘❈❱✳
✻✵
❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✶ ✕ ❙✐❣♥❡ ❧♦❝❛❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐/✉❡❧ /✉0 ❞❡/ ♠♦❞1❧❡/ ❣♦♥✢3/ ❞❡ ❧❛ /✉0❢❛❝❡ ❝♦05✐❝❛❧❡ ♣♦✉0 ❧❡/
❞❡✉① ❤3♠✐/♣❤10❡/✳ ▲❡/ 03❣✐♦♥/ ❥❛✉♥❡/ ❝♦00❡/♣♦♥❞❡♥5 : ✉♥ /✐❣♥❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐/✉❡❧ ✭❙❈❱✮ ♥3❣❛5✐❢ ✭✐♠❛❣❡
♠✐0♦✐0✮✱ ❡5 ❧❡/ ♣❛05✐❡/ ❜❧❡✉❡/ : ✉♥ ❙❈❱ ♣♦/✐5✐❢ ✭✐♠❛❣❡ ❞✐0❡❝5❡✮✳ ▲❛ ♥♦5❛5✐♦♥ ❱A ❝♦00❡/♣♦♥❞ : ❧✬❛✐0❡ ❱✸✈
✭❞✬❛♣01/ ❬❚♦♦5❡❧❧ ❡5 ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❜❪✮✳
✶✳✸✳✷✳✷ ❖%❣❛♥✐*❛+✐♦♥ ❛♥❛+♦♠♦✲❢♦♥❝+✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡* ❛✐%❡* ❞❡ ❜❛* ♥✐✈❡❛✉ ✭❱✶✱
❱✷✱ ❱✸✱ ❱✹✮
❈❤❛'✉❡ ❤*♠✐-♣❤/0❡ ❝♦♥4✐❡♥4 ❧❡- ❛✐0❡- ❱✶✱ ❱✷✱ ❱✸ ❡4 ❱✹ ③❝4✐✈*❡- ♣❛0 ❧✬✐♥❢♦0♠❛4✐♦♥
✈✐-✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❤*♠✐❝❤❛♠♣ ✈✐-✉❡❧ ❝♦♥40❛❧❛4*0❛❧✳ ❊❧❧❡- -♦♥4 ❞✐4❡- ✏❞❡ ❜❛-✲♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥4*❣0❛✲
4✐♦♥✑ ❝❛0 ❡❧❧❡- -♦♥4 ❧❡- ♣0❡♠✐/0❡- E 40❛✐4❡0 ❡4 E 0❡❧✐❡0 ❧✬✐♥❢♦0♠❛4✐♦♥ ❞❛♥- ❧❡ ❝♦04❡① ✈✐-✉❡❧✳
❊❧❧❡- -♦♥4 ❞✐-♣♦-*❡- ❡♥ ❜❛♥❞❡- ♣❛0❛❧❧/❧❡- ❛✈❡❝ -②♠*40✐❡ ❞❡ ♠✐0♦✐0 ❬❙❡0❡♥♦ ❡4 ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✱
❉❡❨♦❡ ❡4 ❛❧✳✱ ✶✾✾✻❪✱ ❞❡ ♣❛04 ❡4 ❞✬❛✉40❡ ❞❡ ❧❛ -❝✐--✉0❡ ❝❛❧❝❛0✐♥❡ ❞✉ ❧♦❜❡ ♦❝❝✐♣✐4❛❧✱ '✉✐
❝♦♥4✐❡♥4 ♣0✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥4 ❧✬❛✐0❡ ❱✶ ✭✈♦✐0 ✜❣✉0❡ ✶✳✹✷✮✳ ▲✬❛✐0❡ ❱✷ ❡-4 ❝♦♠♣♦-*❡ ❞✬✉♥❡ ♣❛04✐❡
❞♦0-❛❧❡ ❡4 ❞✬✉♥❡ ♣❛04✐❡ ✈❡♥40❛❧❡ ✭♥♦♠♠*❡- 0❡-♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4 ❱✷✈ ❡4 ❱✷❞✮ ❞✐-♣♦-*❡- ❛✉4♦✉0
❞❡ ❱✶ ❞❡ ♣❛04 ❡4 ❞✬❛✉40❡ ❞❡ ❧❛ -❝✐--✉0❡ ❝❛❧❝❛0✐♥❡✳ ❊❧❧❡ ♦❝❝✉♣❡ ✉♥❡ ♣❛04✐❡ ❞❡ ❧✬❛✐0❡ ✶✽ ❞❡
❇0♦❞♠❛♥♥ ❡4 ❢❛✐4 ♣❛04✐❡ ❞✉ ❝♦04❡① ❡①40❛✲-40✐*✱ ❝♦♠♠❡ 4♦✉4❡- ❧❡- ❛✉40❡- ❛✐0❡- ✈✐-✉❡❧❧❡-
❞✐4❡- ✏❞❡ ❜❛- ♥✐✈❡❛✉✑ ❛✉40❡- '✉❡ ❱✶✳ ▲✬❛✐0❡ ❱✸ -❡ ❞✐✈✐-❡ ❛✉--✐ ❡♥ ✉♥❡ ♣❛04✐❡ ✈❡♥40❛❧❡ ❡4
✉♥❡ ♣❛04✐❡ ❞♦0-❛❧❡ ✭♥♦♠♠*❡- 0❡-♣❡❝4✐✈❡♠❡♥4 ❱✸✈ ❡4 ❱✸❞✮✱ -✐4✉*❡- ❛✉4♦✉0 ❞❡ ❱✷✳ ▲✬❛✐0❡
❱✹ ❡-4 ❛❞❥❛❝❡♥4❡ E ❧❛ ♣❛04✐❡ ✈❡♥40❛❧❡ ❞❡ ❱✸✳
❍✐-4♦0✐'✉❡♠❡♥4✱ ❝✬❡-4 ❡♥ -❡ ❜❛-❛♥4 -✉0 ❧❡- ❝♦♥♥❛✐--❛♥❝❡- ❞❡ ❧❛ 0❡♣0*-❡♥4❛4✐♦♥ ♠✐0♦✐0
❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐0❡ ❞❛♥- ❱✶✱ ❱✷ ❡4 ❱✸ ❝❤❡③ ❧❡ ♠❛❝❛'✉❡ ❡4 ❧❡ -✐♥❣❡✱ '✉❡ ❧✬♦♥ ❛ -✉-♣❡❝4*
❧❛ ♣0*-❡♥❝❡ ❞❡- ❛✐0❡- ❱✷ ❡4 ❱✸ ❛✉4♦✉0 ❞❡ ❱✶ ❝❤❡③ ❧✬❍♦♠♠❡✳ ❈❡- ❛✐0❡- ❝♦♥4✐❡♥♥❡♥4
4♦✉4❡- ✉♥❡ 0❡♣0*-❡♥4❛4✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤*♠✐❝❤❛♠♣ ✈✐-✉❡❧ ❝♦♥40❛❧❛4*0❛❧✳ ▲❡ '✉❛04✲❝❤❛♠♣ ✈✐-✉❡❧
✐♥❢*0✐❡✉0 ❡-4 0❡♣0*-❡♥4* ❞❛♥- ❧❡- ♣❛04✐❡- ❞♦0-❛❧❡- ❞❡ ❱✷ ❡4 ❱✸✱ 4❛♥❞✐- '✉❡ ❧❡ '✉❛04✲❝❤❛♠♣
✈✐-✉❡❧ -✉♣*0✐❡✉0 ❡-4 0❡♣0*-❡♥4* ❞❛♥- ❧❡✉0- ♣❛04✐❡- ✈❡♥40❛❧❡-✳ ❆✐♥-✐✱ ❧❡ ♠*0✐❞✐❡♥ ❤♦0✐③♦♥4❛❧
❝♦00❡-♣♦♥❞ ❛✉① ❧✐♠✐4❡- ❱✷✈✴❱✸✈ ❡4 ❱✷❞✴❱✸❞✳ ▲❡ ♠*0✐❞✐❡♥ ✈❡04✐❝❛❧ -✉♣*0✐❡✉0 ❞✉ ❝❤❛♠♣
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❜❛( ♥✐✈❡❛✉ ❡♥.,❡ ❧❡ ♠❛❝❛1✉❡ ❡. ❧✬❍♦♠♠❡✱ ❣,F❝❡ G ✉♥❡ ✈✐(✉❛❧✐(❛.✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ♦❜.❡♥✉❡ ❛♣,H(
✐♥❝✐(✐♦♥ ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ (❝✐((✉,❡ ❝❛❧❝❛,✐♥❡ ❛✉ ♠✐❧✐❡✉ ❞❡ ❱✶✳
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✵✳✸ ♠✴, ❬●$✐♥✈❛❧❞ ❡. ❛❧✳✱ ✶✾✾✹✱ ❇$✐♥❣✉✐❡$ ❡. ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ●✐$❛$❞ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ✹
♠✴, ♣♦✉$ ❧❡, ❝♦♥♥❡①✐♦♥, ✐♥.❡$✲❝♦$.✐❝❛❧❡, ❬▼♦✈,❤♦♥ ❛♥❞ ◆❡✇,♦♠❡✱ ✶✾✾✻✱ ◆♦✇❛❦ ❡. ❛❧✳✱
✶✾✾✼✱ ●✐$❛$❞ ❡. ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ❈❡..❡ ✈✐.❡,,❡ ❝♦$$❡,♣♦♥❞ ❛✉① $-,✉❧.❛., ❞✬♦❜,❡$✈❛.✐♦♥, ❝❤❡③
❧❡ ♠❛❝❛;✉❡ $-✈=❧❛♥. ;✉❡ ❧✬❡✛❡. ❞❡ ,-❧❡❝.✐✈✐.- ? ❧✬♦$✐❡♥.❛.✐♦♥ ❞❛♥, ❱✶ ,❡ ♣$♦❞✉✐. ✶✺ ? ✷✵
♠, ❛♣$=, ❧❡ ❞-❜✉. ❞❡ ❧❛ $-♣♦♥,❡ ❞❛♥, ❞❡, ❣$♦✉♣❡, ❞❡ ♥❡✉$♦♥❡, ❬❑♥✐❡$✐♠ ❛♥❞ ✈❛♥ ❊,,❡♥✱
✶✾✾✷✱ ◆♦.❤❞✉$❢. ❡. ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳
❚♦✉. ❛✉ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❤✐-$❛$❝❤✐;✉❡ ❞❡ .$❛✐.❡♠❡♥. ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛.✐♦♥ ✈✐,✉❡❧❧❡✱ ✐❧
② ❛ ✉♥❡ ,♦♠♠❛.✐♦♥ ,♣❛.✐❛❧❡ ❞❡, ❈❘ -❧-♠❡♥.❛✐$❡, ❞❡ ❧✬❛✐$❡ ♣$-❝-❞❡♥.❡✳ ❉✬✉♥ ♥✐✈❡❛✉
❤✐-$❛$❝❤✐;✉❡ ❛✉ ,✉✐✈❛♥.✱ ❧❛ .❛✐❧❧❡ ❞❡, ❝❤❛♠♣, $-❝❡♣.❡✉$, ❛✉❣♠❡♥.❡✱ ❡. ❧❡, ♥❡✉$♦♥❡, ,♦♥.
,❡♥,✐❜❧❡, ? ❞❡, ♣$♦♣$✐-.-, ❞❡ ♣❧✉, ❡♥ ♣❧✉, ❝♦♠♣❧❡①❡, ❞❡ ❧❛ ,❝=♥❡ ✈✐,✉❡❧❧❡✳ D❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱
✐❧ ❛ -.- ♠♦♥.$- ;✉❡ ❧❡, ❈❘ ❞❡ ❧✬❛✐$❡ ▲❖ ✭❛✐$❡ ✈✐,✉❡❧❧❡ ❞❡ ❤❛✉. ♥✐✈❡❛✉✮ ,♦♥. ✺ ❢♦✐,
♣❧✉, ❣$❛♥❞, ;✉❡ ❝❡✉① ❞❡ ❱✶ ❬❉✉♠♦✉❧✐♥ ❛♥❞ ❲❛♥❞❡❧❧✱ ✷✵✵✽❪✳ ❖♥ ❡,. ❡♥ ❞$♦✐. ❞❡ ,❡
❞❡♠❛♥❞❡$ ? ;✉❡❧ ♥✐✈❡❛✉ ,❡ ❢❛✐. ❧✬✐♥.-❣$❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡$.❛✐♥❡, ♣$♦♣$✐-.-, ❞❡ ❧✬✐♥❢♦$♠❛.✐♦♥
✈✐,✉❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡, ❝♦♥.$❛,.❡, ❧♦❝❛✉①✱ ♦✉ ❧❛ ♣❡$❝❡♣.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦$♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❉✉$❛♥. ❝❡
.$❛✈❛✐❧ ❞❡ .❤=,❡✱ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❛♥❛❧②,- ❞❡, ❡①♣-$✐❡♥❝❡, ✉.✐❧✐,❛♥. ❞❡, ,.✐♠✉❧✐ ♣❛$.✐❝✉❧✐❡$,✱
✻✸
❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✹✿ ❈♦♠♣❛%❛✐'♦♥ ❞❡ ❧✬-.❡♥❞✉❡ ❞✉ ❝♦%.❡① ✈✐'✉❡❧ ❡. ❞❡' ❛✐%❡' ❞❡ ❜❛' ♥✐✈❡❛✉ ❡♥.%❡ ❧❡ ♠❛❝❛4✉❡
✭❆✮ ❡. ❧✬❍♦♠♠❡ ✭❇✮✳ ▲❡' ❛✐%❡' ❝♦%.✐❝❛❧❡' '♦♥. ❞-❧✐♠✐.-❡' '✉% ✉♥❡ %❡♣%-'❡♥.❛.✐♦♥ ❜✐❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❝♦%✲
%❡'♣♦♥❞❛♥. ❛✉ ❝♦%.❡① ♠✐' = ♣❧❛.✱ ❛♣%?' ❝♦✉♣✉%❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛ '❝✐''✉%❡ ❝❛❧❝❛%✐♥❡ ✭❛✉ ♠✐❧✐❡✉
❞❡ ❱✶✮✳ ▲❛ ♣❡.✐.❡ ✜❣✉%❡ = ❞%♦✐.❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛%.✐❡ ❆ ♠♦♥.%❡ ✉♥❡ %❡♣%-'❡♥.❛.✐♦♥ .%✐❞✐♠❡♥'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡
♠♦❞?❧❡ ❝❤❡③ ❧❡ ♠❛❝❛4✉❡✳ ✭❋✐❣✉%❡ ❡①.%❛✐.❡ ❞❡ ❱❛♥❊''❡♥ ❛♥❞ ❉%✉%② ❬✶✾✾✼❜❪✮
❝♦♠♠❡ ❧❛ /$❛♥1♣❛$❡♥❝❡ ❝♦❧♦$3❡✱ ❡/ ❧❡1 ♣❛//❡$♥1 ❞❡ ●❧❛11✱ ♣♦✉$ ♦❜/❡♥✐$ ❞❡1 3❧3♠❡♥/1 ❞❡
$3♣♦♥1❡✳ ◆♦✉1 ② $❡✈✐❡♥❞$♦♥1 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❤❛♣✐/$❡ ✹✳
▲❛ 13❧❡❝/✐✈✐/3 ❞✬✉♥ ♥❡✉$♦♥❡ > ✉♥ ♣❛$❛♠?/$❡ ❞♦♥♥3 ♣❡✉/ @/$❡ ❡①♣❧✐B✉3❡ ♣❛$ ❧❛ ❝♦♥✈❡$✲
❣❡♥❝❡ ♦$❞♦♥♥3❡ ❞❡1 ❛✛3$❡♥❝❡1 ❞❡ ❧✬3/❛♣❡ ♣$3❝3❞❡♥/❡✳ ❆✐♥1✐✱ ❧❛ 13❧❡❝/✐✈✐/3 ❞❡1 ♥❡✉$♦♥❡1
❞❡ ❱✶ > ❧✬♦$✐❡♥/❛/✐♦♥ ♣❡✉/ @/$❡ ♠♦❞3❧✐13❡ ♣❛$ ✉♥ ❛$$❛♥❣❡♠❡♥/ ♦$❞♦♥♥3 ❞❡1 ❈❘ ❞❡1
❛✛3$❡♥❝❡1 ❞✉ ❈●▲ ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✶✳✹✺✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ❝❡ ♠♦❞?❧❡ ❞❡ ♣$♦❣$❡11✐♦♥ ❤✐3$❛$❝❤✐13 ✏❢❡❡❞❢♦$✇❛$❞✑ ♥✬❡1/ ♣❛1 1✉✣1❛♥/
♣♦✉$ ❡①♣❧✐B✉❡$ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉1❡1 ♦❜1❡$✈❛/✐♦♥1✳ R❛$ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡$/❛✐♥❡1 ♠❡1✉$❡1 ❞❡ /❡♠♣1
❞❛♥1 ❧❛ ♠♦❞✉❧❛/✐♦♥ ♣3$✐♣❤3$✐❡✴❝❡♥/$❡ ❞❡1 ❈❘ $3✈?❧❡♥/ ❞❡1 ✈✐/❡11❡1 ❞❡ ❝♦♥♥❡①✐♦♥1 ❜✐❡♥
♣❧✉1 3❧❡✈3❡1 B✉❡ ❧❡1 ❝❡❧❧❡1 ❞❡1 ❝♦♥♥❡①✐♦♥1 ❤♦$✐③♦♥/❛❧❡1✳ ▲✬♦$❞$❡ ❞❡ ❣$❛♥❞❡✉$ ❞❡ ❝❡1
✈✐/❡11❡1 ❝♦$$❡1♣♦♥❞ > ❝❡❧❧❡1 ❞❡1 ❝♦♥♥❡①✐♦♥1 ✐♥/❡$✲❝♦$/✐❝❛❧❡1✳ ❉❡ ♣❧✉1✱ ❧❡1 ❝♦♥♥❡❝/✐♦♥1
❤♦$✐③♦♥/❛❧❡1 ♦♥/ ✉♥❡ 3/❡♥❞✉❡ ❧✐♠✐/3❡ ❛✉/♦✉$ ❞❡1 ❈❘ ✿ ❧❡✉$ ❧♦♥❣✉❡✉$ ♠♦②❡♥♥❡ ♠❡1✉$3❡
1✉$ ❧❡ ♠❛❝❛B✉❡ ❡1/ ❞❡ ✻ ♠♠ ❬❆♥❣❡❧✉❝❝✐ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❖$✱ ❞❡1 ③♦♥❡1 1✐/✉3❡1 ❞❡ ♠❛♥✐?$❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉1 ♣3$✐♣❤3$✐B✉❡ ♦♥/ ♣♦✉$/❛♥/ ✉♥ $\❧❡ ❛♥/❛❣♦♥✐1/❡ 1✉$ ❧❡ ❝❡♥/$❡ ❞❡1 ❈❘
❬▲❡✈✐// ❛♥❞ ▲✉♥❞✱ ✶✾✾✼✱ ❙❝❡♥✐❛❦ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱ ❈❛✈❛♥❛✉❣❤ ❡/ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ▲❡✈✐// ❛♥❞ ▲✉♥❞✱
✷✵✵✷❪✳
❆ ♣❛$/✐$ ❞❡ ❝❡1 $31✉❧/❛/1✱ ♦♥ ♣❡✉/ ❡♥✈✐1❛❣❡$ B✉❡ ❧❛ $3♣♦♥1❡ ❞✉ ❝❡♥/$❡ ❞❡1 ❈❘ 1♦✐/
♠♦❞✉❧3❡ ♣❛$ ❞❡1 ❝♦♥♥❡①✐♦♥1 ✐♥/❡$✲❝♦$/✐❝❛❧❡1 ✏❢❡❡❞❜❛❝❦✑ ❞✬❛✐$❡1 ✈✐1✉❡❧❧❡1 ❞❡ ♣❧✉1 ❤❛✉/
✻✹
❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✺✿ ■❧❧✉#$%❛$✐♦♥ #❝❤,♠❛$✐.✉❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦#✐$✐♦♥ ❞❡ ❝❤❛♠♣# %,❝❡♣$❡✉%# ❞❡ ♥❡✉%♦♥❡# ❤②♣♦$❤,✲
$✐.✉❡#✱ #❡♥#✐❜❧❡# 6 ❧✬♦%✐❡♥$❛$✐♦♥✱ 6 ♣❛%$✐% ❞❡ ❝❤❛♠♣# %,❝❡♣$❡✉%# #✐♠♣❧❡# ♣❧✉# ♣❡$✐$#✳ ▲❡# %,❣✐♦♥# ❣%✐#❡# ❡$
❜❧❛♥❝❤❡# ✐♥❞✐.✉❡♥$ %❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ❧❡# ③♦♥❡# ❡①❝✐$❛$%✐❝❡# ❡$ ✐♥❤✐❜✐$%✐❝❡# ❞❡# ❝❤❛♠♣# %,❝❡♣$❡✉%#✳ ▲❡ ❞❡✲
❣%, ❞❡ #,❧❡❝$✐✈✐$, ♣♦✉% ✉♥❡ ♦%✐❡♥$❛$✐♦♥ ♣%,❝✐#❡ ♣❡✉$ ✈❛%✐❡% ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣# %,❝❡♣$❡✉%#
❝♦♠❜✐♥,# ✭❞✬❛♣%@# ❲❛♥❞❡❧❧ ❬✶✾✾✺❪✮✳
♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥01❣$❛0✐♦♥ ✭❝♦♠♣♦$0❛♥0 ❞❡7 ❈❘ ❞❡ ❞✐❛♠:0$❡ ❧❛$❣❡✮✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ❞❡ ♥♦♠❜$❡✉7❡7
10✉❞❡7 ♦♥0 ♠✐7 ❡♥ 1✈✐❞❡♥❝❡ A✉❡ ❞❡7 ❧17✐♦♥7 ♦✉ ❞❡7 ✐♥❛❝0✐✈❛0✐♦♥7 ❞✬❛✐$❡7 ✈✐7✉❡❧❧❡7 ❞❡ ♣❧✉7
❤❛✉0 ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✐♥01❣$❛0✐♦♥ ❛✛❡❝0❡ ❧✬✐♥0❡♥7✐01 ❞❡ ❧❛ $1♣♦♥7❡ ❛✉ ❝❡♥0$❡ ❞❡7 ❈❘ ❞❛♥7 ❧❡7
❛✐$❡7 ❞❡ ❜❛7 ♥✐✈❡❛✉✳ ❬❙❛♥❞❡❧❧ ❛♥❞ ❙❝❤✐❧❧❡$✱ ✶✾✽✷✱ ▼✐❣♥❛$❞ ❛♥❞ ▼❛❧♣❡❧✐✱ ✶✾✾✶✱ ❱❛♥❞✉✛❡❧
❡0 ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✱ ❲❛♥❣ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ ❝❤❡③ ❧❡ ♠❛❝❛A✉❡✱ ✉♥❡ ✐♥❛❝0✐✈❛0✐♦♥ ❞❡ ❱✷
❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ $1♣♦♥7❡ ❞✉ ❝❡♥0$❡ ❞❡7 ❝❤❛♠♣7 $1❝❡♣0❡✉$7 ❞❡ ❱✶ ❬❍✉♣1 ❡0 ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✳ ❉❡ ❧❛
♠Q♠❡ ❢❛S♦♥✱ ✉♥❡ ✐♥❛❝0✐✈❛0✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛✐$❡ ▼❚ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❛ $1♣♦♥7❡ ❛✉ ❝❡♥0$❡ ❞❡7 ❈❘ ♣♦✉$
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✏❝♦♠♣❧❡①❡✲❧♦❣✑ ♣♦✉$ $❡❧✐❡$ ❧❡7 ❝♦♦$❞♦♥♥1❡7 $10✐♥✐❡♥♥❡7 ✭❝♦$$❡7♣♦♥❞❛♥0 ❛✉① ❝♦♦$❞♦♥♥1❡7
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❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ (3,✐♥♦✲❣3♥✐❝✉❧♦✲&,(✐3❡✱ ❧❡ ❢❛❝,❡✉( ❞✬❛❣(❛♥❞✐&&❡♠❡♥, &✉✐, <✉❛❧✐,❛,✐✈❡♠❡♥,
❧❛ ❞❡♥&✐,3 ❞❡& (3❝❡♣,❡✉(& ❞❛♥& ❧❛ (3,✐♥❡✳ ❆✐♥&✐ ❞❛♥& ❱✶✱ ❧❡& ③♦♥❡& ❢♦✈3❛❧❡& ❞✉ ❝❤❛♠♣
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❛❝❤,♦♠❛4✐H✉❡1 ❬❩❡❦✐ ❡4 ❛❧✳✱ ✶✾✾✶❪✳ O❡✉4✲♦♥ ♣♦✉, ❛✉4❛♥4 ♣❛,❧❡, ❞❡ ❱✹ ❝♦♠♠❡ ✏❝❡♥4,❡ ❞❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉,✑ ❄
❯♥❡ ♣❡,4❡ ❞❡ ❧❛ ✈✐1✐♦♥ ❞❡1 ❝♦✉❧❡✉,1 ✭❛❝❤,♦♠❛4♦♣1✐❡✮ ❡14 ❝♦,,>❧>❡ ❛✈❡❝ ❞❡1 ❧>1✐♦♥1
❞❛♥1 ❧❡ ❝♦,4❡① ♦❝❝✐♣✐4♦✲4❡♠♣♦,❛❧✱ ❝❡ H✉✐ 1✉❣❣T,❡ ❧✬❡①✐14❡♥❝❡ ❞✬✉♥ 4❡❧ ❝❡♥4,❡✳ ❉❡1 >4✉❞❡1
❞❡ ♥❡✉,♦✲✐♠❛❣❡,✐❡ ♠❡44❡♥4 ❡♥ >✈✐❞❡♥❝❡ H✉❡ ❞❡1 ❛✐,❡1 ❞❛♥1 ❧❡ ✈♦✐1✐♥❛❣❡ ❞❡ ❱✹✈ ,>♣♦♥❞❡♥4
♣❧✉1 ❢♦,4❡♠❡♥4 J ❞❡1 14✐♠✉❧✐ ❝♦❧♦,>1 H✉✬J ❞❡1 14✐♠✉❧✐ ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✭✈♦✐, ♣❛, ❡①❡♠♣❧❡
❧❡1 14✐♠✉❧✐ ❞❡ ▼♦♥❞,✐❛♥ ❡♥ ✜❣✉,❡ ✶✳✹✽✮✳ ❈❡1 ,>❣✐♦♥1 ♦♥4 >4> ♥♦♠♠>❡1 ❱✹✱ ❱✽ ❡4 ♣❛,❢♦✐1
❱❖ 1❡❧♦♥ ❧❡1 >H✉✐♣❡1✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥4✱ ❧♦,1H✉❡ ❊♥❣❡❧ ♠❡1✉,❡ ❧❛ ,>♣♦♥1❡ ❞❡ ❧✬❛✐,❡ ❱✶ J ❞❡1
14✐♠✉❧✐ ❝♦❧♦,>1✱ ✐❧ ♠♦♥4,❡ H✉❡ ❧✬❛❝4✐✈❛4✐♦♥ ♣❛, ✉♥✐4> ❞❡ ❝_♥❡1 ❡14 ♣❧✉1 ❢♦,4❡ ♣♦✉, ❧❛
❝♦✉❧❡✉, H✉❡ ♣♦✉, ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ❬❊♥❣❡❧ ❡4 ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❛❪ ✿ ❛✐♥1✐✱ 1✐ ♦♥ 1❡ ❜❛1❡ ✉♥✐H✉❡♠❡♥4 1✉,
✉♥ ❝,✐4T,❡ ❞❡ ✓ ,>♣♦♥1❡ ♣❧✉1 ❢♦,4❡ J ❧❛ ❝♦✉❧❡✉, H✉✬J ❧❛ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✔✱ ❱✶ ♣❡✉4 c4,❡ ❛✉11✐
✻✽
❝♦♥#✐❞&'&❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛✐'❡ ❞❡ ,'❛✐,❡♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉'✳ ❖♥ ♣♦✉''❛✐, ♠1♠❡ ✐♥❝❧✉'❡ ❧❛
'&,✐♥❡ ❞❛♥# ❝❡ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ,'❛✐,❡♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉'✱ ♣✉✐#4✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥,✐❡♥, ❞❡# ❝❤❛♠♣#
'&❝❡♣,❡✉'# 7 ♦♣♣♦#✐,✐♦♥ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉'✳ ❆✐♥#✐✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ ❝❡♥,'❡ ✉♥✐4✉❡ ❞❡ ,'❛✐,❡♠❡♥, ❞❡
❧❛ ❝♦✉❧❡✉'✱ ✐❧ #❡♠❜❧❡ ♣❧✉# '&❛❧✐#,❡ ❞❡ ♣❛'❧❡' ❞✬✉♥❡ ✈♦✐❡ ❞❡ ,'❛✐,❡♠❡♥, ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉'✱ 4✉✐
❝♦♠♠❡♥❝❡ ❞;# ❧❛ '&,✐♥❡ ❡, ✐♥❝❧✉, ❧❡# ❛✐'❡# ❱✶✱ ❱✷✱ ❡, ❞❡# ❛✐'❡# ❞❡ ♣❧✉# ❤❛✉, ♥✐✈❡❛✉ ❝♦♠♠❡
❱✹✳ ❉❡# '&❣✐♦♥# #✉♣♣❧&♠❡♥,❛✐'❡# '&♣♦♥❞❛♥, 7 ❞❡# #,✐♠✉❧✐ ❝♦✉❧❡✉' ♦♥, &,& ❞&,❡❝,&❡# 7
✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐#❛,✐♦♥ ♣❧✉# ❛♥,&'✐❡✉'❡ ❬❇❡❛✉❝❤❛♠♣ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✾✱ ❇❛',❡❧# ❛♥❞ ❩❡❦✐✱ ✷✵✵✵✱ ❲❛❞❡
❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲❛ ❝♦♥,'♦✈❡'#❡ ❡♥,♦✉'❛♥, ❱✹ ♠❡, ❡♥ &✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ♥&❝❡##✐,& ❞✬✐♥❝❧✉'❡ ❞✬❛✉,'❡#
❞✐♠❡♥#✐♦♥# ❞❛♥# ❧✬❛♥❛❧②#❡✱ ,❡❧❧❡# 4✉❡ ❧✬❤✐#,♦❧♦❣✐❡✱ ❡, ❧❛ ❝♦♥♥❡❝,✐✈✐,& ❞❡# ✜❜'❡#✳ ▲✬❛✐'❡
❱✹ #❡♠❜❧❡ 1,'❡ ❛✉##✐ ✐♠♣❧✐4✉&❡ ❞❛♥# ❧❡ ,'❛✐,❡♠❡♥, ❞❡# ♠♦✉✈❡♠❡♥,# ❛✉① ❢'♦♥,✐;'❡# ❞❡#
#✉'❢❛❝❡# ❬▼②#♦'❡ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳
❋✐❣✉$❡ ✶✳✹✽ ✕ ❙!✐♠✉❧✐ ❞❡ ▼♦♥❞+✐❛♥✱ ✉!✐❧✐./. ♣♦✉+ ❛❝!✐✈❡+ ❧✬❛✐+❡ ❱✹ .✐❣♥✐✜❝❛!✐✈❡♠❡♥! ❧♦+. ❞✬/!✉❞❡.
❡♥ ■❘▼❢✳ ▲✬❛✐+❡ ❱✹ +/♣♦♥❞ ♣+/❢/+❡♥!✐❡❧❧❡♠❡♥! = ❧❛ ✈❡+.✐♦♥ ❝❤+♦♠❛!✐?✉❡ ❞✉ .!✐♠✉❧✉.✱ ♣❛+ +❛♣♣♦+! = ❧❛
✈❡+.✐♦♥ ❛❝❤+♦♠❛!✐?✉❡✳ ▲❡. ♣❛!❝❤❡. .♦♥! ❞✐.♣♦./. ❞❡ ♠❛♥✐@+❡ = ♥❡ +❡..❡♠❜❧❡+ = ❛✉❝✉♥ ♦❜❥❡!✳ ✭❉✬❛♣+@.
▼❝❑❡❡❢+② ❛♥❞ ❩❡❦✐ ❬✶✾✾✼❪✮✳
❉;# ❧❡# ♣'❡♠✐;'❡# ❝❛',❡# '&,✐♥♦,♦♣✐4✉❡# ❞❡# ❛✐'❡# ❞❡ ❜❛# ♥✐✈❡❛✉✱ ❙❡'❡♥♦ ,'♦✉✈❡ 4✉❡
❧❛ '❡♣'&#❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐'❡ ❞❛♥# ❱✹ #✬❛''1,❡'❛✐, ❛✈❛♥, ❧❛ '❡♣'&#❡♥,❛,✐♦♥ ❞✉
4✉❛',✲❝❤❛♠♣ ✐♥❢&'✐❡✉' ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧ ✭❝♦♠♠❡ ❱✷✈ ❡, ❱✸✈✮✱ ♠❛✐# ♥❡ ,'♦✉✈❡ ♣❛# ❞❡
♣❛',✐❡ ❞♦'#❛❧❡ ❞❡ ❱✹ ❝♦''❡#♣♦♥❞❛♥,❡ ❬❙❡'❡♥♦ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪✳ X❧✉# ,❛'❞✱ ▼❝❑❡❡❢'② ❡, ❩❡❦✐
♠♦♥,'❡♥, 4✉✬✐❧ #❡♠❜❧❡ 4✉✬✉♥❡ #,✐♠✉❧❛,✐♦♥ ❝♦❧♦'&❡ ❞❛♥# ❧❡ 4✉❛',✲❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧ #✉♣&'✐❡✉'
❡, ❞❛♥# ❧❡ 4✉❛',✲❝❤❛♠♣ ✐♥❢&'✐❡✉' ❡#, ❝♦❞&❡ ♣❛' ❞❡✉① '&❣✐♦♥# ❛❞❥❛❝❡♥,❡# ❞❛♥# ❧❡ ❝♦',❡①
♦❝❝✐♣✐,❛❧ ✈❡♥,'❛❧ ❬❩❡❦✐ ❛♥❞ ▼♦✉,♦✉##✐#✱ ✶✾✾✼❪✳ ❈❡,,❡ ♦❜#❡'✈❛,✐♦♥ ❛ &,& ❧❡ #✉❥❡, ❞❡
❝♦♥,'♦✈❡'#❡#✳ ❊♥ ✶✾✾✽✱ ❍❛❞❥✐❦❤❛♥✐ ❡,✳❛❧ ❞&✜♥✐, ❱✹ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ '&❣✐♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥,❡ 7 ❱✸✈✱
❡, ❡♥❝♦❞❛♥, ♣❧✉,_, ✉♥ 4✉❛',✲❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧ ❬❍❛❞❥✐❦❤❛♥✐ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✽❪✱ ,❛♥❞✐# 4✉✬✉♥❡ ❛✉,'❡
'&❣✐♦♥ ♥♦♠♠&❡ ❱✽✱ #✐,✉&❡ 7 ♣'♦①✐♠✐,& ❞❡ ❱✹ ❡, ,♦✉'♥&❡ ♣❛' '❛♣♣♦', 7 ❡❧❧❡✱ ❝♦♥,✐❡♥❞'❛✐,
✉♥❡ '❡♣'&#❡♥,❛,✐♦♥ ❛♥❣✉❧❛✐'❡ ❤&♠✐❝❤❛♠♣ ♣❡'♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐'❡ 7 ❱✹✳ ▲✬❡①✐#,❡♥❝❡ ❞❡ ❝❡,,❡ ❛✐'❡
❱✽ ❛ ❢❛✐, ❧✬♦❜❥❡, ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉① ❞&❜❛,# ❬❩❡❦✐ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✾✽✱ ❇❛',❡❧# ❛♥❞ ❩❡❦✐✱ ✷✵✵✵✱ ❚♦♦,❡❧❧
❛♥❞ ❍❛❞❥✐❦❤❛♥✐✱ ✷✵✵✵✱ ❩❡❦✐✱ ✷✵✵✶❪✳ ❉✬❛✉,'❡# &4✉✐♣❡# '❡♣♦',❡♥, 4✉❡ ❧❡ ❝♦''❡#♣♦♥❞❛♥,
❞❡ ❧✬❛✐'❡ 4✉❛',✲❝❤❛♠♣ ❱✹✈ #❡'❛✐, ❡♥ '&❛❧✐,& ♣❧❛❝& ❧❛,&'❛❧❡♠❡♥, 7 ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✿ ♦♥ ❛✉'❛✐,
❛✐♥#✐ ✉♥❡ '❡♣'&#❡♥,❛,✐♦♥ ❤&♠✐❝❤❛♠♣ ✈❡♥,'❛❧❡ ❝♦♠♣❧;,❡ ❞❛♥# ❱✹✱ ❝♦♠♣❧&♠❡♥,❛✐'❡ 7 ❧❛
'❡♣'&#❡♥,❛,✐♦♥ ❞❛♥# ❱✸❆ ❡♥ ❞♦'#❛❧ ❬▼❝❑❡❡❢'② ❛♥❞ ❩❡❦✐✱ ✶✾✾✼✱ ❑❛#,♥❡' ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✶✱
❲❛❞❡ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ❇'❡✇❡' ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ◆♦# ♣'♦♣'❡# ♦❜#❡'✈❛,✐♦♥# #❡♠❜❧❡♥, 1,'❡ ♣❧✉# ❡♥
❛❝❝♦'❞ ❛✈❡❝ ❝❡,,❡ '❡♣'&#❡♥,❛,✐♦♥✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❞♦♥❝ ❝♦♥#✐❞&'& ❞❛♥# ,♦✉,❡ ❧❛ #✉✐,❡ 4✉❡
❱✹ ❝♦♥,✐❡♥, ❧❛ '❡♣'&#❡♥,❛,✐♦♥ ❞✬✉♥ ❤&♠✐❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧✳
❈❡ ❞&❜❛, ♥✬❡#, ♣❛# '&#♦❧✉ ✿ ❧✬&,❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❛ '❡♣'&#❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐'❡ ❞❛♥# ❱✹
❡#, ✈❛'✐❛❜❧❡ #❡❧♦♥ ❧❡# #✉❥❡,# ❞❛♥# ❧❛ ♣❧✉♣❛', ❞❡# &,✉❞❡# ❞❡ ❝❛',♦❣'❛♣❤✐❡ '&,✐♥♦,♦♣✐4✉❡✳
❘&❝❡♠♠❡♥,✱ ❲✐♥❛✇❡' ❡, ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ♠♦♥,'❡♥, 4✉❡ ❞❡ ❣'♦##❡# ✈❡✐♥❡# ✭#✐♥✉# ,'❛♥#✈❡'#❡#✮
♣❡'♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐'❡ ❛✉ ❝❤❛♠♣ B0 #✐,✉&❡# ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❱✹ ✭✈♦✐' ✜❣✉'❡ ✶✳✹✾✮ ✐♥,'♦❞✉✐#❡♥, ❞❡#
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❞✐&,✐♥❝,❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡& ❛✐ ❡& ❱✶✱ ❱✷✱ ❱✸✱ ❱✹ ❡, ▲❖❈ ✭✈♦✐ ✜❣✉ ❡ ✶✳✺✷✮ ❬❇ ❡✇❡ ❡, ❛❧✳✱
✷✵✵✺✱ ▲✐✉ ❛♥❞ ❲❛♥❞❡❧❧✱ ✷✵✵✺✱ ▲❛ &&♦♥ ❛♥❞ ❍❡❡❣❡ ✱ ✷✵✵✻❪✳
i❧✉&✐❡✉ & ❣ ♦✉♣❡& ❞❡  ❡❝❤❡ ❝❤❡& ♦♥, ❝♦♥✜ ♠! ❧✬❡①✐&,❡♥❝❡ ❞❡  ❡♣ !&❡♥,❛,✐♦♥& ❞✉ ❝❤❛♠♣
✈✐&✉❡❧ ❞❛♥& ❧❡ ❝♦ ,❡① ❞♦ &❛❧ &✬!,❡♥❞❛♥, ❞❡ ❧❛ ♣♦ ,✐♦♥ ❛♥,! ✐❡✉ ❡ ❞❡ ❱✸ ❛✉ &✐❧❧♦♥ ✐♥, ❛♣❛✲
 ✐!,❛❧ ✭■i❙✮✳ ▲✬❛✐ ❡ ❛❞❥❛❝❡♥,❡ 7 ❱✸ ♣ !&❡♥,❡ ❞❡& &✐♠✐❧❛ ✐,!& ❛✈❡❝ ❧✬❛✐ ❡ ❱✸❆ ❞✉ ♠❛❝❛'✉❡
❬❱❛♥❊&&❡♥ ❛♥❞ ❩❡❦✐✱ ✶✾✼✽✱ ❩❡❦✐✱ ✶✾✼✽❛✱❜❪✱ ❡, ❛ !,! ♥♦♠♠!❡ ❞❡ ❧❛ ♠n♠❡ ♠❛♥✐9 ❡✳ ▲❛ ❧❡,✲
, ❡ ❆ &✐❣♥✐✜❡ ✏❆❝❝❡&&♦✐ ❡ ❞❡ ❧✬❛✐ ❡ ❱✸❞✑✳ ❊❧❧❡ ❡&, &✐,✉!❡ ❞❛♥& ❧❛ ♣❛ ,✐❡ ❞♦ &❛❧❡ ❞✉ ❝♦ ,❡①
♦❝❝✐♣✐,❛❧✱ ❞❡ ❢❛o♦♥ ❛❞❥❛❝❡♥,❡ 7 ❱✸❞ ❡,  ❡o♦✐, ❞❡& ❛✛! ❡♥❝❡& ❞❡ ❧❛ ♣❛ ,✐❡ ❛♥,! ✐❡✉ ❡ ❞❡
❱✶ ❡, ❞❡ ❱✷✳ ❊❧❧❡ ❡&, ❝♦♠♣❧!,!❡ ♣❛ ❧✬❛✐ ❡ ❱✸❇ ✭✈♦✐ ✜❣✉ ❡ ✶✳✺✶✮✳ ❊♥ ❞!♣✐, ❞❡ ❝❡ '✉❡
&♦♥ ♥♦♠ &✉❣❣9 ❡✱ ❡❧❧❡ ❡&, ❝♦♥&✐❞! !❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❛✐ ❡ ❝♦ ,✐❝❛❧❡ 7 ♣❛ , ❡♥,✐9 ❡✱ ❡♥ ,❡ ♠❡
✼✷
❋✐❣✉$❡ ✶✳✺✶ ✕ ❘❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐#❡ ✭0 ❣❛✉❝❤❡✮ ❡' ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥'#✐❝✐'$ ✭0 ❞#♦✐'❡✮ ❞✉ ❝❤❛♠♣
✈✐%✉❡❧ ❞❛♥% 8✉❡❧8✉❡% ❛✐#❡% ✈✐%✉❡❧❧❡% ❞✬✉♥ ❤$♠✐%♣❤9#❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ▲❡% ❞❡✉① ♣❡'✐'% ❞✐%8✉❡% ❝♦##❡%♣♦♥❞❡♥'
❛✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐%✉❡❧✳ ▲❡% ❛✐#❡% ✈✐%✉❡❧❧❡% %♦♥' #❡♣#$%❡♥'$❡% ❞❡ ❢❛=♦♥ ♣❧❛♥❡✱ ❝♦♠♠❡ %✐ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦#'✐❝❛❧❡
$'❛✐' ♠✐%❡ 0 ♣❧❛'✳ ▲❡% ❛✐#❡% ❱✶✱ ❱✷✱ ❱✸✱ ❱✹ ❡' ▲❖ ♣❛#'❛❣❡♥' ✉♥❡ #❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ ❢♦✈$❛❧❡ ❞✐%'✐♥❝'❡ ❞❡%
❛✐#❡% ❱✸❆ ❡' ❱✸❇✳ ▲❡% ❛✐#❡% ❱✶✱ ❱✸❆✱ ❱✸❇✱ ❱✹✱ ▲❖✲✶ ❡' ▲❖✲✷ ❝♦♥'✐❡♥♥❡♥' ✉♥❡ #❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ ♣♦❧❛✐#❡
❤$♠✐❝❤❛♠♣ '❛♥❞✐% 8✉❡ ❧❡% ❛✉'#❡% ♥❡ ❝♦♥'✐❡♥♥❡♥' 8✉✬✉♥❡ #❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ 8✉❛#'✲❝❤❛♠♣ ✭❞✬❛♣#9% ❲❛♥❞❡❧❧
❡' ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮✳
❞❡ "#$✐♥♦$♦♣✐❡✱ ❞✬❤✐,$♦❧♦❣✐❡✱ ❞❡ ❝♦♥♥❡❝$✐✈✐$#✱ ❡$ ❞❡ ♣"♦♣"✐#$#, ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡, ❬●❛$$❛,,
❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✽✽✱ ❋❡❧❧❡♠❛♥ ❛♥❞ ❊,,❡♥✱ ✶✾✾✶❪✳ ❊❧❧❡ ,❡♠❜❧❡ >$"❡ ,#❧❡❝$✐✈❡ ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥$ ❡$
@ ❧❛ ❞✐"❡❝$✐♦♥✱ ❡$ ,❡♥,✐❜❧❡ ❛✉① ❝♦♥$"❛,$❡, ❬❚♦♦$❡❧❧ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✳ ❊❧❧❡ ♦❝❝✉♣❡ ✉♥❡ ♣♦,✐✲
$✐♦♥ ❤✐#"❛"❝❤✐E✉❡ ✐♥$❡"♠#❞✐❛✐"❡ ❡♥$"❡ ❧❡, ❛✐"❡, ❞✐$❡, ❞❡ ❜❛, ♥✐✈❡❛✉✱ ❡$ ❧❡, ❛✐"❡, ❞❡ ♣❧✉,
❤❛✉$ ♥✐✈❡❛✉✳ ▲❡, ❛✐"❡, ❱✸❆ ❡$ ❱✸❇ ,❡♠❜❧❡♥$ ♣"#,❡♥$❡" ✉♥❡ "#$✐♥♦$♦♣✐❡ ❤#♠✐❝❤❛♠♣ ❡$
♣❛"$❛❣❡♥$ ✉♥❡ "❡♣"#,❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥$"✐❝✐$# ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐,✉❡❧ ❞✐,$✐♥❝$❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡,
❛✐"❡, ❞❡ ❜❛, ♥✐✈❡❛✉ ✭✈♦✐" ✜❣✉"❡ ✶✳✺✶✮ ❬❚♦♦$❡❧❧✱ ▼❡♥❞♦❧❛✱ ❍❛❞❥✐❦❤❛♥✐✱ ▲❡❞❞❡♥✱ ▲✐✉✱ ❘❡♣✲
♣❛,✱ ❙❡"❡♥♦✱ ❛♥❞ ❉❛❧❡✱ ✶✾✾✼✱ ❙♠✐$❤✱ ●"❡❡♥❧❡❡✱ ❑✱ ❑"❛❡♠❡"✱ ❛♥❞ ❍❡♥♥✐❣✱ ✶✾✾✽✱ W"❡,,✱
❇"❡✇❡"✱ ❉♦✉❣❤❡"$②✱ ❲❛❞❡✱ ❛♥❞ ❲❛♥❞❡❧❧✱ ✷✵✵✶❪✳
❯♥❡ ❛✉$"❡ ❛✐"❡ ❛♥$#"✐❡✉"❡ @ ❱✸❆ ❛ #$# ❞#❝"✐$❡ ❡♥ ♣"❡♠✐❡" ♣❛" ❚♦♦$❡❧❧ ❡$ ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❛❪ ❡$
♥♦♠♠#❡ ❱✼✳ ❊❧❧❡ ❝♦♥$✐❡♥$ ❡❧❧❡ ❛✉,,✐ ✉♥❡ "❡♣"#,❡♥$❛$✐♦♥ ❤#♠✐❝❤❛♠♣ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐"❡✳
❯♥❡ ❛✐"❡ ❛❞❥❛❝❡♥$❡✱ ♥♦♠♠#❡ ■W❙✲✶ ♣❛"$❛❣❡ ❛✈❡❝ ❡❧❧❡ ✉♥❡ "❡♣"#,❡♥$❛$✐♦♥ ❢♦✈#❛❧❡ ❞✐,$✐♥❝$❡
❞❡ ❧✬❡①❝❡♥$"✐❝✐$#✳ ❙✇✐,❤❡" ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♦♥$ ❛✐♥,✐ ♣"♦♣♦,# ❞❡ "❡♥♦♠♠❡" ❱✼ ❡♥ ■W❙✲✵✱
♣✉✐,E✉✬❡❧❧❡ ,❡♠❜❧❡ ❢♦"♠❡" ✉♥ ❝❧✉,$❡" ❛✈❡❝ ■W❙✲✶ ✭✈♦✐" ✜❣✉"❡ ✶✳✺✷✮✳
❊♥ ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥✱ ❧❛ ✜❣✉"❡ ✶✳✺✸ ,❝❤#♠❛$✐,❡ ❧✬♦"❣❛♥✐,❛$✐♦♥ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛"$ ❞❡,
❛✐"❡, ✈✐,✉❡❧❧❡, ❞#❝"✐$❡, ❞❛♥, ❝❡$$❡ ,❡❝$✐♦♥✳ ▲❡, ❛✐"❡, ✈✐,✉❡❧❧❡, ,♦♥$ "❡♣"#,❡♥$#❡, ,♦✉, ❢♦"♠❡
❞✬❡,❝❛❧✐❡", ♣♦✉" $"❛❞✉✐"❡ ❣"♦,,✐_"❡♠❡♥$ ❧❡✉" ♣♦,✐$✐♦♥ ❤✐#"❛"❝❤✐E✉❡ ❞❛♥, ❧❡ $"❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡
❧✬✐♥❢♦"♠❛$✐♦♥ ✈✐,✉❡❧❧❡✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉" ❡$ ❧✬❛✉$"❡ ❛①❡ $"❛❞✉✐,❡♥$ ❧❛ ,♣#❝✐❛❧✐,❛$✐♦♥ ❞❡
❝❡, ❛✐"❡,✳ ❉❛♥, ❧❡, ❛✐"❡, ✈✐,✉❡❧❧❡, ❞❡ ❜❛, ♥✐✈❡❛✉✱ ❝❡❧❛ ,❡ $"❛❞✉✐$ ♣❛" ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥
❞✉ ❢❛❝$❡✉" ❞✬❛❣"❛♥❞✐,,❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ "❡♣"#,❡♥$❛$✐♦♥ ❝❡♥$"❛❧❡ ✭❈✮ @ ❧❛ "❡♣"#,❡♥$❛$✐♦♥ ♣#✲
"✐♣❤#"✐E✉❡ ✭W✮✳ ▲❡✉" ♣❛"$✐❡ ✈❡♥$"❛❧❡ ❝♦♥$✐❡♥$ ❧❛ "❡♣"#,❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ E✉❛"$✲❝❤❛♠♣ ✈✐,✉❡❧
,✉♣#"✐❡✉" ✭❯ ♣♦✉" ✏✉♣♣❡"✑✮✱ $❛♥❞✐, E✉❡ ❧❛ ♣❛"$✐❡ ❞♦",❛❧❡ ❝♦♥$✐❡♥$ ❝❡❧❧❡ ❞✉ E✉❛"$✲❝❤❛♠♣
✐♥❢#"✐❡✉" ✭❉ ♣♦✉" ✏❞♦✇♥✑✮✳ ❉❛♥, ❧❡, ❛✐"❡, ❞❡ ♣❧✉, ❤❛✉$ ♥✐✈❡❛✉✱ ❧❛ ,♣#❝✐❛❧✐,❛$✐♦♥ ❡,$
$"❛❞✉✐$❡ ♣❛" ❧❡, ❝❛"❛❝$#"✐,$✐E✉❡, ❞❡ ❧✬✐♥❢♦"♠❛$✐♦♥ ✈✐,✉❡❧❧❡ ❛✉①E✉❡❧❧❡, ❡❧❧❡, ,❡♠❜❧❡♥$ >$"❡
✼✸
❋✐❣✉$❡ ✶✳✺✷✿ ❙❝❤#♠❛ ❞❡( ❞✐✛#+❡♥-❡( +❡♣+#(❡♥-❛-✐♦♥( ❢♦✈#❛❧❡( ❞❛♥( ❧❡( ❛✐+❡( ✈✐(✉❡❧❧❡(✱ ♠✐(❡( ❡♥ #✈✐❞❡♥❝❡
(✉+ ❞❡( ❝❛+-❡( ❞✬❡①❝❡♥-+✐❝✐-# ✭❞✬❛♣+8( ❲❛♥❞❡❧❧ ❡- ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✮
+❡♥+✐❜❧❡+✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ $❡❝♦♥♥❛✐++❛♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡7+✭❖✮ ♦✉ ❞❡ ✈✐+❛❣❡+ ✭❋ ♣♦✉$ ✏❢❛❝❡+✑✮✱ ♦✉ ❞❡
❧✐❡✉① ✭A❧ ♣♦✉$ ✏♣❧❛❝❡+✑✮ ♦✉ ✐♠♠❡✉❜❧❡+ ✭❇ ♣♦✉$ ✏❜✉✐❧❞✐♥❣+✑✮✳
✼✹
❋✐❣✉$❡ ✶✳✺✸ ✕ ❘❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ %❝❤$♠❛'✐.✉❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐%♣♦%✐'✐♦♥ ❡' ❞❡ ❧❛ %♣$❝✐❛❧✐%❛'✐♦♥ ❢♦♥'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡
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❤#,#2♦❣#♥#✐,#" ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥#,✐$✉❡ ❞❛♥" ❧❛ ,G,❡✳ ❈❡❧❛ "❡ ,2❛❞✉✐, ♣❛2 ❞❡" ❞✐",♦2"✐♦♥"
❣#♦♠#,2✐$✉❡" ❞❛♥" ❧❡" ✐♠❛❣❡" ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡"✱ $✉✬✐❧ ❢❛✉, ❡♥"✉✐,❡ ❝♦22✐❣❡2✳
❖&✐❣✐♥❡ ♣❤②-✐1✉❡ ❞❡- ❞✐-)♦&-✐♦♥-
◆♦2♠❛❧❡♠❡♥,✱ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥#,✐$✉❡ ",❛,✐$✉❡ B0 ❞❡✈2❛✐, G,2❡ ❤♦♠♦❣J♥❡ D ❧✬✐♥,#2✐❡✉2
❞❡ ❧✬❛✐♠❛♥,✱ ♠❛✐" ❧❛ "✉"❝❡♣,✐❜✐❧✐,# ♠❛❣♥#,✐$✉❡ ❞❡" ,✐""✉" ❜✐♦❧♦❣✐$✉❡" $✉✐ ② "♦♥, ♣❧❛❝#"
❝2#❡♥, ❞❡ ♣❡,✐,❡" ♠❛❣♥#,✐"❛,✐♦♥" $✉✐ ❝♦♥,2❡❝❛22❡♥, ❧❡ ❝❤❛♠♣ ❛♣♣❧✐$✉# ❡, ❝2#❡♥, ❞❡"
❤#,#2♦❣#♥#✐,#" ❞❡ ❝❤❛♠♣ ∆Bo. ❈❡" ❤#,#2♦❣#♥#✐,#" "♦♥, ♣❛2,✐❝✉❧✐J2❡♠❡♥, ♣2#"❡♥,❡" D
❧✬✐♥,❡2❢❛❝❡ ❞❡ ,✐""✉" ❞❡ "✉"❝❡♣,✐❜✐❧✐,# ♠❛❣♥#,✐$✉❡ ❞✐✛#2❡♥,❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡" ✐♥,❡2❢❛❝❡" ,✐"✲
"✉"✴❛✐2✱ ❡, ,✐""✉"✴♦"✳ ❊❧❧❡" "♦♥, ❡♥ ♣❛2,✐❡ ❝♦22✐❣#❡" ♣❛2 ❧❡" ❜♦❜✐♥❡" ❞❡ "❤✐♠ ❞✉ 1er ❡, 2nd
♦2❞2❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✉2 ■❘▼✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥,✱ ❧❡" ❤#,#2♦❣#♥#✐,#" 2❡",❛♥,❡" "♦♥, "✉✣"❛♥,❡" ♣♦✉2
❝2#❡2 ❞❡" ❞✐",♦2"✐♦♥" ❣#♦♠#,2✐$✉❡" ❞❛♥" ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥ ❡✛❡,✱ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐"❛,✐♦♥ ❞❡" "✐❣♥❛✉①
❞❡ ❝❤❛$✉❡ ✈♦①❡❧ ❞❡" ✐♠❛❣❡" ❡", ❡♥❝♦❞#❡ ♣❛2 ❧❡" ❣2❛❞✐❡♥," ❞❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡♥ ❢2#$✉❡♥❝❡ ❡,
❡♥ ♣❤❛"❡ ✭✈♦✐2 "❡❝,✐♦♥ ✶✳✷✳✷✳✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡✉①✲❝✐ "♦♥, ❜✐❡♥ ♣❧✉" ❢❛✐❜❧❡" $✉❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣
",❛,✐$✉❡ ✭❞❡ ❧✬♦2❞2❡ ❞❡ ✶✵ ♠❚ ❝♦♠♣❛2# D ♣❧✉"✐❡✉2" ❚✮✱ ❞❡ ♣❡,✐,❡" ❤#,#2♦❣#♥#✐,#" "♦♥,
"✉✣"❛♥,❡" ♣♦✉2 ✐♥❞✉✐2❡ ❞❡" ❡22❡✉2" "✉❜",❛♥,✐❡❧❧❡" "✉2 ❧❛ ❧♦❝❛❧✐"❛,✐♦♥ ❞❡" ✈♦①❡❧"✳
▲❡ "✐❣♥❛❧ ✐♥❞✉✐, ❞❛♥" ❧❡ 2#❝❡♣,❡✉2 ❘▼◆ ♣❛2 ✉♥ ♣♦✐♥, #❧#♠❡♥,❛✐2❡ ❡♥ ✭① ✱② ✱③✮ ❡", ✿
∂S(x, y, z, t) ∝ ρ(x, y, z).exp[iγ.
t∫
0





❛✈❡❝ ρ ❧❛ ❞❡♥"✐,# ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ "♣✐♥✱ γ ❧❡ 2❛♣♣♦2, ❣②2♦♠#,2✐$✉❡ ❞❡" "♣✐♥" ✭❡♥ ❍③✴❚✮✱ ❡,
t = 0 ❧✬♦2✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧✬❡①❝✐,❛,✐♦♥ ❘❋✳ ❉❛♥" ❧✬❤②♣♦,❤J"❡ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ ",❛,✐$✉❡ ♣❛2❢❛✐,❡♠❡♥,
❤♦♠♦❣J♥❡✱ ❡, ❡♥ ❧✬❛❜"❡♥❝❡ ❞❡ ❣2❛❞✐❡♥," ❛♣♣❧✐$✉#"✱ B(x, y, z) = B0✱ ❡, ❧❛ ♣2❡♠✐J2❡ ❡①✲
♣♦♥❡♥,✐❡❧❧❡ "❡ 2#❞✉✐, D ❧✬✉♥✐,# ❞❛♥" ✉♥ 2❡♣J2❡ ,♦✉2♥❛♥, D ❧❛ ❢2#$✉❡♥❝❡ ❞❡ ▲❛2♠♦2✱ ❡, ♦♥




✮✱ ❡♥ 2#♣♦♥"❡ D ❧✬❡①❝✐,❛,✐♦♥✳












∆Bo(x, y, z, t)dt
]}
✭✶✳✸✮
❛✈❡❝ Gr ❡, Gpe ❧❡" ❣2❛❞✐❡♥," ❞❡ ❧❡❝,✉2❡ ❡, ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛"❡✱ ✭✵①✮ ❧❛ ❞✐2❡❝,✐♦♥
❞❡ ❧❡❝,✉2❡ ❡, ✭✵②✮ ❧❛ ❞✐2❡❝,✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛"❡✱ ❡, ∆Bo(x, y, z, t) ❧❡" ❤#,#2♦❣#♥#✐,#"
❞❡ ❝❤❛♠♣ D ❧❛ ♣♦"✐,✐♦♥ ✭①✱ ②✱ ③✮✳ ❊♥ ♣2❡♠✐J2❡ ❛♣♣2♦①✐♠❛,✐♦♥✱ ♦♥ ❝♦♥"✐❞J2❡ $✉❡ ❝❡"
❤#,#2♦❣#♥#✐,#" "♦♥, ✐♥❞#♣❡♥❞❛♥,❡" ❞✉ ,❡♠♣"✳ ◆♦✉" 2❡♣❛2❧❡2♦♥" ❞❡ ❧❡✉2 ❝♦♠♣♦"❛♥,❡
,❡♠♣♦2❡❧❧❡ D ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❝❡,,❡ "❡❝,✐♦♥✳
✽✷
▲❛ ❢♦$♠✉❧❡ ✶✳✸ ♠❡, ❡♥ .✈✐❞❡♥❝❡ 3✉❡ ❧✬❤✐6,♦✐$❡ ❞❡6 ❣$❛❞✐❡♥,6 ❡, ❞❡6 ❤.,.$♦❣.♥.✐,.6
❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡♥,$❡ ✵ ❡, , ❞.,❡$♠✐♥❡ ❧❛ ♣❤❛6❡ ❞✉ 6✐❣♥❛❧ ❞.,❡❝,.✱ ❡, ❞♦♥❝ ❧❛ ♣♦6✐,✐♦♥ ❞❡6
✈♦①❡❧6 6✉$ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❊♥ $❡♣$❡♥❛♥, ❧❡ ❢♦$♠❛❧✐6♠❡✱ ❞❡ ❧✬❡6♣❛❝❡✲
−→





❧❛ ❢♦$♠✉❧❡ ✶✳✸ 6✬.❝$✐, ✿
exp
[






▲✬❛♠♣❧✐,✉❞❡ ❞❡6 ❞✐6,♦$6✐♦♥6 ❣.♦♠.,$✐3✉❡6 ❞❛♥6 ❧❡6 ✐♠❛❣❡6 ❞.♣❡♥❞ ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛ ❢❛✲
C♦♥ ❞♦♥, ❡6, ♣❛$❝♦✉$✉ ❧✬❡6♣❛❝❡✲
−→
k ✳ ▲❛ 6.3✉❡♥❝❡ ❊D■✱ ❛,,$❛❝,✐✈❡ ♣❛$ 6❛ $❛♣✐❞✐,. ❡, 6❛
6❡♥6✐❜✐❧✐,. G ❧✬❡✛❡, ❇❖▲❉✱ ❡6, ♣❛$,✐❝✉❧✐L$❡♠❡♥, 6❡♥6✐❜❧❡ ❛✉① ❤.,.$♦❣.♥.✐,.6 ❞❡ ❝❤❛♠♣✳
❉❛♥6 ❝❡,,❡ 6.3✉❡♥❝❡✱ ❧❡6 ❧✐❣♥❡6 ❞❡ ❧✬❡6♣❛❝❡✲
−→
k 6♦♥, ❛❝3✉✐6❡6 6✉✐,❡ G ✉♥❡ 6❡✉❧❡ ✐♠♣✉❧6✐♦♥
❘❋✳ ▲❛ ✜❣✉$❡ ✶✳✻✵ $❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡ ♣❛$❝♦✉$6 ❞❡ ❧✬❡6♣❛❝❡✲
−→
k ♣❛$ ❧❛ 6.3✉❡♥❝❡ ❊D■✳ ❉❲ ✭❞✇❡❧❧
,✐♠❡✮ $❡♣$.6❡♥,❡ ❧❛ ❞✉$.❡ ❡♥,$❡ ❧✬❛❝3✉✐6✐,✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥,6 6✉❝❝❡66✐❢6 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✬✉♥❡
❧✐❣♥❡ ✭❞❛♥6 ❧❛ ❞✐$❡❝,✐♦♥ ❞✉ ❣$❛❞✐❡♥, ❞❡ ❧❡❝,✉$❡ Gr✱ (Ox) ,❛♥❞✐6 3✉❡ τramp ❡6, ❧❡ ,❡♠♣6
❞❡ ❝♦♠♠✉,❛,✐♦♥ ❞✉ ❣$❛❞✐❡♥, ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛6❡✱ ♣❡$♠❡,,❛♥, ❞❡ ♣❛66❡$ ❞✬✉♥❡ ❧✐❣♥❡ G
❧✬❛✉,$❡✱ ❞❛♥6 ❧❛ ❞✐$❡❝,✐♦♥ Oy).
❋✐❣✉$❡ ✶✳✻✵ ✕  ❛"❝♦✉"& ❞❡ ❧✬❡&♣❛❝❡✲
−→
k ♣❛" ❧❛ &-.✉❡♥❝❡ ❊ ■✳
❖♥ ♣❡✉, ❡①,$❛✐$❡ ❞❡ ❧✬.3✉❛,✐♦♥ ✶✳✸ ❧✬.✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛6❡ ❡♥,$❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥,6 6✉❝❝❡6✲
6✐❢6 ❞❡ ❧✬❡6♣❛❝❡✲
−→









∆Φr = γ. [Gr.x.DW +∆Bo(x, y, z).DW ] ✭✶✳✺✮
▲✬.✈♦❧✉,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛6❡ ❡♥,$❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥,6 6✉❝❝❡66✐❢6 ❞❡ ❧✬❡6♣❛❝❡✲
−→
k ❞❛♥6 ❧❛ ❞✐$❡❝,✐♦♥











❛✈❡❝ ❚ ❧❡ &❡♠♣) )*♣❛+❛♥& ❧✬❛❝.✉✐)✐&✐♦♥ ❞❡ ❞❡✉① ♣♦✐♥&) )✉❝❝❡))✐❢) ❞❛♥) ❧❛ ❞✐+❡❝&✐♦♥ ❞✬❡♥✲
❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛)❡ ✭❖②✮✳ ▲❡ ❣+❛❞✐❡♥& ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛)❡ &+✐❛♥❣✉❧❛✐+❡ ♥✬*&❛♥& ❛♣♣❧✐.✉*






+ ∆Bo(x, y, z).(τramp +N.DW )
]
✭✶✳✼✮
❛✈❡❝ ◆✱ ❧❡ ♥♦♠❜+❡ ❞❡ ♣♦✐♥&) )✉+ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❡)♣❛❝❡✲
−→
k ✳ ▲❡) ❢♦+♠✉❧❡) ✶✳✺ ❡& ✶✳✼
♠♦♥&+❡♥& .✉❡ ❧❡) ❤*&*+♦❣*♥*✐&*) ❞❡ ❝❤❛♠♣ ∆Bo ✈♦♥& ❛✛❡❝&❡+ ❧❛ ♣♦)✐&✐♦♥ ❞❡) ✈♦①❡❧)
♣+✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥& ❞❛♥) ❧❛ ❞✐+❡❝&✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛)❡✱ .✉✐ ❝♦++❡)♣♦♥❞ ❣*♥*+❛❧❡♠❡♥& G
❧❛ ❞✐+❡❝&✐♦♥ ❛♥&*+♦✲♣♦)&*+✐❡✉+❡ ❞❛♥) ❧❡) ✐♠❛❣❡)✳ ▲❡) ❞✐)&♦+)✐♦♥) ❞❛♥) ❧❛ ❞✐+❡❝&✐♦♥ ❞✬❡♥✲
❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛)❡ )♦♥& (N + τramp
DW
) ♣❧✉) ✐♠♣♦+&❛♥&❡) .✉❡ ❞❛♥) ❧❛ ❞✐+❡❝&✐♦♥ ❞❡ ❧❡❝&✉+❡✳
❉❛♥) ♥♦) ❝♦♥❞✐&✐♦♥) ❡①♣*+✐♠❡♥&❛❧❡)✱ ♥♦✉) ✉&✐❧✐)♦♥) ✉♥❡ )*.✉❡♥❝❡ ❊J■ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❜❛♥❞❡
♣❛))❛♥&❡ ❞❡ ✶✷✸ ❦❍③✱ ✉♥❡ ♠❛&+✐❝❡ ❞❡ ✻✹①✼✷✱ ❝❡ .✉✐ ❝♦++❡)♣♦♥❞ G ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛))❛♥&❡
❞❡ ✶✳✼ ❦❍③ ❞❛♥) ❧❛ ❞✐+❡❝&✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛)❡✳ ❖♥ ♦❜&✐❡♥& ❞❡) ❞*♣❤❛)❛❣❡) ❞❡ ♣❤❛)❡
❛♣♣❛+&❡♥❛♥& G ❬✲✶✷✵ ✱ ✶✵✵❪ ❍③✱ ❡& ❞❡ ✈❛❧❡✉+ ♠♦②❡♥♥❡ *❣❛❧❡ G ✶✺ ❍③✳ ▲❡) ❞✐)&♦+)✐♦♥) ❣*♦✲
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%❝❤♦ ❞❡ ❣$❛❞✐❡♥# #$✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧❧❡" ❜$✉✐#%❡"✳ ❊♥ ❣%♥%$❛❧ ❞❡ #❡❧" ❛❧❣♦$✐#❤♠❡" ✉#✐❧✐"❡♥#
❧❛ ❝♦♥❞✐#✐♦♥ 0✉❡ ❧❛ ❞✐✛%$❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛"❡ ❡♥#$❡ ❞❡" ✈♦①❡❧" ❛❞❥❛❝❡♥#" ❞♦✐# Y#$❡ ✐♥❢%$✐❡✉$❡
9 π $❛❞✐❛♥" ❬❆①❡❧ ❛♥❞ ▼♦$#♦♥✱ ✶✾✽✾✱ ❍❡❞❧❡② ❛♥❞ ❘♦"❡♥❢❡❧❞✱ ✶✾✾✷❪✳ ❈❡##❡ ❝♦♥❞✐#✐♦♥
❡"# "❡♥"✐❜❧❡ ❛✉ ❜$✉✐# ❡# ♣❡✉# ♣♦"❡$ ✉♥ ♣$♦❜❧Z♠❡✱ ❡♥ ♣❛$#✐❝✉❧✐❡$ ❞❛♥" ❧❡" $%❣✐♦♥" ❞❡ "✐✲
❣♥❛❧ ❞✬✐♥#❡♥"✐#% ❢❛✐❜❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡"# ❛✉""✐ ❞%♣❡♥❞❛♥#❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥#✐♥✉✐#% "♣❛#✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬♦❜❥❡# "✉$
❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡ ❞%$♦✉❧❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ❡"# ❡♥ ❣%♥%$❛❧ ✜❛❜❧❡ ❞❛♥" ❧❡" ❝♦✉♣❡" "✉♣%$✐❡✉$❡" ❞✉
❝❡$✈❡❛✉✱ ♦] ❧❡" $%❣✐♦♥" "♦♥# ❝♦♥#✐♥✉❡" "♣❛#✐❛❧❡♠❡♥#✳ ❊♥ $❡✈❛♥❝❤❡✱ ❞❛♥" ❧❡" ❝♦✉♣❡" ✐♥❢%✲
$✐❡✉$❡" ❞✉ ❝❡$✈❡❛✉ ♦] ❧❡" $%❣✐♦♥" ❛♣♣❛$❛✐""❡♥# ❞%❝♦♥♥❡❝#%❡" "♣❛#✐❛❧❡♠❡♥# ✭"♦✐# 9 ❝❛✉"❡
❞❡ ❧✬❛♥❛#♦♠✐❡ ❞❡ ❝❡##❡ $%❣✐♦♥✱ "♦✐# 9 ❝❛✉"❡ ❞❡" ♣❡$#❡" ❞❡ "✐❣♥❛❧ ❞✉❡" ❛✉① ❛$#%❢❛❝#" ❞❡
"✉"❝❡♣#✐❜✐❧✐#%✱ ❧❡ ❞%$♦✉❧❡♠❡♥# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ❡"# ♠♦✐♥" ✜❛❜❧❡✳ ❉❡" ❛♣♣$♦❝❤❡" ♣❧✉" "♦♣❤✐"✲
#✐0✉%❡" ♦♥# %#% ♣$♦♣♦"%❡" ❬❈✉"❛❝❦ ❡# ❛❧✳✱ ✶✾✾✺✱ ✷✵✵✶❪✱ ❡# "❡♠❜❧❡♥# ❢♦✉$♥✐$ ❞❡" $%"✉❧#❛#"
❛♠%❧✐♦$%" ❡♥ ♣$%"❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐"❝♦♥#✐♥✉✐#%" ❝❛✉"%❡" ♣❛$ ❧❡ ❜$✉✐#✳ ❉❡ ♠❛♥✐Z$❡ ❣%♥%$❛❧❡ ❞❡
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✻✶ ✕ ❈♦✉♣❡% ❛①✐❛❧❡% ❞✬✐♠❛❣❡% ❞❡ ♣❤❛%❡✱ ♦0✐❣✐♥❛❧❡% ✭❆✮✱ ❛♣05% ❞6♣❧✐❡♠❡♥7 ❞❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ ✭❇✮
✭❞✬❛♣05% ❏❡♥❦✐♥%♦♥ ❬✷✵✵✸❪✮✳
♥♦♠❜(❡✉① ❛❧❣♦(✐0❤♠❡2 (❡3✉✐4(❡♥0 ❞❡2 ♠❡2✉(❡2 ❤❡✉(✐20✐3✉❡2 ❛✜♥ ❞❡ ❣❛(❛♥0✐( 3✉❡ ❧❛ ❝❛(0❡
❞❡ ❝❤❛♠♣ ✜♥❛❧❡ ♥❡ ❝♦♥0✐❡♥♥❡ ♣❛2 ❞✬❡((❡✉(2✳
▲❡ ❜(✉✐0 ❞❡2 ❝❛(0❡2 ❞❡ ♣❤❛2❡ ✐♥0(♦❞✉✐0 ❞❡2 ❡((❡✉(2 ❞❛♥2 ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ❝❛(0❡ ❞❡ △B0✱
❡0 ♣❛( ❝♦♥2<3✉❡♥0 ❞❡2 ❡((❡✉(2 2♣❛0✐❛❧❡2 ❧♦(2 ❞❡ ❧❛ ❝♦((❡❝0✐♦♥ ❞❡2 ✐♠❛❣❡2✳ ❉❡ ♣❧✉2✱ ❝♦♠♠❡
❧❡2 ✐♥0❡♥2✐0<2 ❞❡2 ✈♦①❡❧2 2♦♥0 (❡❝❛❧❝✉❧<❡2 ♣❛( ✐♥0❡(♣♦❧❛0✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡✉( ✈♦✐2✐♥❛❣❡✱ ❧❡ ❜(✉✐0
✐♥✢✉❡♥❝❡(❛ ❛✉22✐ ❝❡2 ✈❛❧❡✉(2✳ @❛( ❝♦♥2<3✉❡♥0✱ ♦♥ ❝❤❡(❝❤❡ A ❧❡ ♠✐♥✐♠✐2❡(✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛(0
❡♥ ❡✛❡❝0✉❛♥0 ✉♥ ❧✐22❛❣❡ 2♣❛0✐❛❧✱ ❞✬❛✉0(❡ ♣❛(0 ❡♥ ❝❤♦✐2✐22❛♥0 ❥✉❞✐❝✐❡✉2❡♠❡♥0 ❧❡2 ✈❛❧❡✉(2
❞❡2 ❚❊✳ ❉✐✛<(❡♥0❡2 ♠<0❤♦❞❡2 ❞❡ ❧✐22❛❣❡ ♦♥0 <0< 0❡20<❡2 ❡0 ❧❡2 (<2✉❧0❛02 ♠♦♥0(❡♥0 3✉❡ ❧❡
❧✐22❛❣❡ ❣❛✉22✐❡♥ ♣(♦❝✉(❡ ❧❛ ❝❛(0❡ ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❧❛ ♠✐❡✉① (<❣✉❧❛(✐2<❡ ♣♦✉( ❧❛ ❝♦((❡❝0✐♦♥ ❞❡2
❞✐20♦(2✐♦♥2 ❬❏❡♥❦✐♥2♦♥✱ ✷✵✵✶❪✳
❍✉00♦♥ ❡0 ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪♦♥0 <✈❛❧✉< ❧✬❡✛❡0 ❞❡ ❧✐22❛❣❡2 ❣❛✉22✐❡♥2 2✉( ❧❡ ❜(✉✐0 ❞❡2 ❝❛(0❡2 ❞❡
❝❤❛♠♣✱ ❛✐♥2✐ 3✉❡ ❧✬❡✛❡0 ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ △TE✳ @♦✉( ❝❤❛3✉❡ △TE ❝♦♠♣(✐2 ❡♥0(❡ ✶ ❡0 ✶✵
♠2✱ ✉♥❡ ❝❛(0❡ ❞✬❤<0<(♦❣<♥<✐0<2 ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❡20 ❝❛❧❝✉❧<❡ 2❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦(♠✉❧❡ ✶✳✽✳ ❯♥❡ (<❣✐♦♥
❞✬✐♥0<(P0 ✭❘❖■✮ ❝♦((❡2♣♦♥❞❛♥0 A ✉♥❡ (<❣✐♦♥ ❤♦♠♦❣4♥❡ ❡20 0(❛❝<❡✱ ♣✉✐2 ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡0
❧✬<❝❛(0✲0②♣❡ ❞❡ ❧✬✐♥0❡♥2✐0< ❞❡ 2❡2 ✈♦①❡❧2 2♦♥0 ❝❛❧❝✉❧<❡2✳ ▲✬<❝❛(0 ❞❡ ❝❡2 ✈❛❧❡✉(2 ❛✈❡❝ ❧❛
✈❛❧❡✉( ♥✉❧❧❡ ❡20 ✐♠♣✉0❛❜❧❡ ❛✉ ❜(✉✐0 ❞❡ ♠❡2✉(❡✱ ♣✉✐23✉❡ ❧❛ ❘❖■ ❡20 ❝❤♦✐2✐❡ ❞❛♥2 ✉♥❡
(<❣✐♦♥ ❡①❡♠♣0❡ ❞✬❤<0<(♦❣<♥<✐0<2✳ ▲❡2 (<2✉❧0❛02✱ ♣(<2❡♥0<2 ❡♥ ✜❣✉(❡ ✶✳✻✷✱ (<✈4❧❡♥0 3✉❡
❧❡ ❜(✉✐0 ❡20 (<❞✉✐0 ❧♦(23✉❡ ❧❛ ❞✐✛<(❡♥❝❡ ❞❡ 0❡♠♣2 ❞✬<❝❤♦ ❛✉❣♠❡♥0❡✱ ❡0 ❧♦(23✉✬✉♥ ❧✐22❛❣❡
❡20 ❛♣♣❧✐3✉<✳
▲❡ ❝❤♦✐① ❞❡2 ❞❡✉① 0❡♠♣2 ❞✬<❝❤♦ ❞♦✐0 P0(❡ ♦♣0✐♠❛❧ ♣♦✉( ❛22✉(❡( ❧❛ (♦❜✉20❡22❡ ❞❡ ❧❛
❝❛(0❡ ❞❡ △B0✳ ❙✐ ❧✬<❝❛(0 △TE ❡20 0(♦♣ ✐♠♣♦(0❛♥0✱ ❧❛ ♣❤❛2❡ <✈♦❧✉❡ 0(♦♣ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ A
❧✬❛✉0(❡✱ ❝❡ 3✉✐ ❛♠♣❧✐✜❡ ❧❡2 ❡♥(♦✉❧❡♠❡♥02 ❞❡ ♣❤❛2❡✱ ❛✉ ♣♦✐♥0 ♠P♠❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛2 P0(❡ (<2♦❧✉
A ❧✬❛✐❞❡ ❞❡2 ❛❧❣♦(✐0❤♠❡2 ❞❡ ❞<(♦✉❧❡♠❡♥0✳ ■❧ 2✬❛❣✐0 ❞♦♥❝ ❞❡ 0(♦✉✈❡( ✉♥ ❝♦♠♣(♦♠✐2✱ ❡♥0(❡
❝❡2 ❞❡✉① ❝♦♥0(❛✐♥0❡2✳ ❉❡ ♣❧✉2✱ ❧❛ ✈❛❧❡✉( ❝❤♦✐2✐❡ ♣♦✉( △TE ❡20 2♦✉✈❡♥0 ❝❤♦✐2✐❡ ❞❡
♠❛♥✐4(❡ A ❝❡ 3✉❡ ❧❛ ❝♦♥0(✐❜✉0✐♦♥ ❞✉ 2✐❣♥❛❧ ❞❡ ❧❛ ❣(❛✐22❡ 2♦✐0 ♥✉❧❧❡ ❬❈✉2❛❝❦ ❡0 ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳
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❋✐❣✉$❡ ✶✳✻✷ ✕ ▼♦②❡♥♥❡ ✭❛✮ ❡( )❝❛+(✲(②♣❡ ✭❜✮ ❞❡0 ✈❛❧❡✉+0 ❞❡0 ✈♦①❡❧0✱ ❡①(+❛✐( ❞✬✉♥❡ +)❣✐♦♥ ❞✬✐♥()+9(
❞❡ ❧❛ ❝❛+(❡ ❞❡ △B0✱ :✉✐ ❡0( ♥♦+♠❛❧❡♠❡♥( ❡①❡♠♣(❡ ❞✬❤)()+♦❣)♥)✐()0✳ ▲❛ ❝❛+(❡ ❞❡ △B0 ❡0( ❝❛❧❝✉❧)❡ ?
♣❛+(✐+ ❞✬✐♠❛❣❡0 ❞❡ ♣❤❛0❡0 ❛❝:✉✐0❡0 ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❞✐✛)+❡♥❝❡ ❞❡ (❡♠♣0 ❞✬)❝❤♦ ❛❧❧❛♥( ❞❡ ✶ ♠0 ? ✶✵ ♠0✳ ❉❡0
❧✐00❛❣❡0 ❣❛✉00✐❡♥0 ❞❡ ❧❛+❣❡✉+ ? ♠✐✲❤❛✉(❡✉+ ❞✐✛)+❡♥(❡0 ✭❋❲❍▼✮ 0♦♥( ❛♣♣❧✐:✉)0 0✉+ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ✭❉✬❛♣+G0
❍✉((♦♥ ❡( ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✮✳
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❖❜"❡♥"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛+"❡ ❞❡ ❞,♣❧❛❝❡♠❡♥"/ ❞❡/ ✈♦①❡❧/ ❡" ❝♦++❡❝"✐♦♥ ❞❡/ ✐♠❛❣❡/
❊4■
▲❡" ❞$♣❧❛❝❡♠❡♥+" dy ✭❡①♣.✐♠$" ❡♥ ✈♦①❡❧"✮ ❞❛♥" ❧❛ ❞✐.❡❝+✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛"❡
✭❛①❡ ✭❖②✮✮ ❞$♣❡♥❞❡♥+ ❞❡" ♣❛.❛♠8+.❡" ❞❡ ❧❛ "$9✉❡♥❝❡ ❊<■ ❬❏❡③③❛.❞ ❛♥❞ ❇❛❧❛❜❛♥✱ ✶✾✾✺❪ ✿
dy(x, y, z) = Ny
△Θ(x, y, z)
by△TE = γ△B0(x, y, z).T ✭✶✳✶✵✮
❛✈❡❝ Ny ❧❡ ♥♦♠❜.❡ ❞❡ ✈♦①❡❧" ❞❛♥" ❧❛ ❞✐.❡❝+✐♦♥ ✭❖②✮✱ △Θ ❧❛ ❝❛.+❡ ❞❡ ❞✐✛$.❡♥❝❡ ❞❡" ♣❤❛"❡"
♣❡♥❞❛♥+ ∆TE✱ ❡+ by ❧❛ ❜❛♥❞❡ ♣❛""❛♥+❡ ❞❛♥" ❧❛ ❞✐.❡❝+✐♦♥ ✭❖②✮✱ ❡+ ❚ ❧❡ +❡♠♣" ❡♥+.❡ ❞❡✉①
♣♦✐♥+" ❛❞❥❛❝❡♥+" "✉. ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥" ❧❛ ❞✐.❡❝+✐♦♥ ✭❖②✮ ✿ T = Ny
by
✳ ❉❛♥" ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ✈❛❧❡✉."
❡①♣$.✐♠❡♥+❛❧❡" ❞♦♥♥$❡" ✐♥❞✐9✉$❡" ♣.$❝$❞❡♠♠❡♥+✱ ♦♥ ♦❜+✐❡♥+ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉. ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡
❞$♣❧❛❝❡♠❡♥+" ❞❡ ✵✳✻ ✈♦①❡❧" ❞❛♥" ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❛✈❡❝ ❞❡" ✈❛❧❡✉." ♣♦✉✈❛♥+ ❛++❡✐♥❞.❡ ✹ ✈♦①❡❧"✳
▲❛ ❝❛.+❡ ❞❡" ❞$♣❧❛❝❡♠❡♥+" dy ❡"+ ✉+✐❧✐"$❡ ♣♦✉. .❡+.♦✉✈❡. ❧❡" ✈.❛✐❡" ❧♦❝❛❧✐"❛+✐♦♥ ❞❡"
✈♦①❡❧"✱ ❡♥ ❧✬❛❜"❡♥❝❡ ❞✬❤$+$.♦❣$♥$✐+$" ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❙♦✐❡♥+ Id ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛❝✲
9✉✐"❡ ♣❛. ❊<■ ❝♦♠♣♦.+❛♥+ ❞❡" ❞✐"+♦."✐♦♥" ❣$♦♠$+.✐9✉❡" ✭✏✐♠❛❣❡ ❞✐"+♦.❞✉❡✑✮✱ ❡+ Ind
❧✬✐♠❛❣❡ 9✉✬♦♥ ♦❜+✐❡♥❞.❛✐+ "✐ ❧❛ "$9✉❡♥❝❡ ❊<■ ♥✬✐♥❞✉✐"❛✐+ ♣❛" ❝❡" ❞✐"+♦."✐♦♥" ❣$♦♠$+.✐9✉❡"
✭✏✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ❞✐"+♦.❞✉❡✑✮✳ ▲❛ ❝❛.+❡ ❞❡ ❞$♣❧❛❝❡♠❡♥+" dy(x, y, z) ❢♦✉.♥✐+ ♣♦✉. ❝❤❛9✉❡ ✈♦①❡❧
❞❡ Ind✱ ❧❡ ❞$♣❧❛❝❡♠❡♥+ "❡❧♦♥ ❧❛ ❞✐.❡❝+✐♦♥ ② ❞❡♣✉✐" "❛ ♣♦"✐+✐♦♥ ❞✬♦.✐❣✐♥❡ ❥✉"9✉✬V "❛ ♣♦✲
"✐+✐♦♥ ♠❡"✉.$❡ ❞❛♥" Id ♣❛. ❧❛ "$9✉❡♥❝❡ ❊<■ ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐"+.✐❜✉+✐♦♥ ❞❡" ✐♥❤♦✲
♠♦❣$♥$✐+$" ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❊❧❧❡ .❡♥❞ ❛✐♥"✐ ❝♦♠♣+❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦..❡"♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡" ♣♦✐♥+" ❞✬✉♥❡
✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ❞✐"+♦.❞✉❡ ❡+ ❞✐"♣♦"$" "✉. ✉♥❡ ❣.✐❧❧❡ ❝❛.+$"✐❡♥♥❡ .$❣✉❧✐8.❡ ✈❡." ❧❡✉. ♣♦"✐+✐♦♥
❝♦..❡"♣♦♥❞❛♥+❡ ❞❛♥" ❧✬❡"♣❛❝❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐"+♦.❞✉❡ Id✱ ❢♦.♠❛♥+ ❛✐♥"✐ ✉♥❡ ❣.✐❧❧❡ ✐..$❣✉✲
❧✐8.❡✳ ❊♥ ♣.❛+✐9✉❡✱ ♦♥ ❞✐"♣♦"❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞✐"+♦.❞✉❡ Id ❝♦♠♣♦"$❡ ❞❡ ✈♦①❡❧" ❞✐"♣♦"$" "✉.
✉♥❡ ❣.✐❧❧❡ ❝❛.+$"✐❡♥♥❡ .$❣✉❧✐8.❡✱ ❡+ ❝✬❡"+ ❧❛ ❝❛.+❡ ❞❡ ❞$♣❧❛❝❡♠❡♥+" ✐♥✈❡."❡" dy′(x, y
′, z)
❞❡ Id ✈❡." Ind 9✉✐ ❡"+ .❡9✉✐"❡ ♣♦✉. ❝♦..✐❣❡. ❧❡" ✐♠❛❣❡" ❢♦♥❝+✐♦♥♥❡❧❧❡" ❞❡" ❞✐"+♦."✐♦♥"
❣$♦♠$+.✐9✉❡"✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛.+❡ dy(x, y, z) ♣❡✉+ X+.❡ ❝♦♥"✐❞$.$❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐✲
"♦♥ ❞❡ ♣❡+✐+❡" ❢♦♥❝+✐♦♥" ❧✐♥$❛✐.❡" ❞❡ ❞$♣❧❛❝❡♠❡♥+" ❡♥ ❝❤❛9✉❡ ✈♦①❡❧✱ ♦♥ ♣❡✉+ ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❛
❝❛.+❡ ❞❡ ❞$♣❧❛❝❡♠❡♥+" ✐♥✈❡."❡" dy′(x, y
′, z) ❡♥ ✉+✐❧✐"❛♥+ ✉♥❡ ✐♥+❡.♣♦❧❛+✐♦♥ ❧✐♥$❛✐.❡ ❛✜♥ ❞❡
❧✬$❝❤❛♥+✐❧❧♦♥♥❡. ❛✉① ♣♦"✐+✐♦♥" ❞❡" ✈♦①❡❧" ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐"+♦.❞✉❡ "✉. ❧❛ ❣.✐❧❧❡ ❝❛.+$"✐❡♥♥❡
.$❣✉❧✐8.❡✳
❖♥ ♣❡✉+ ❝♦..✐❣❡. ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✐"+♦.❞✉❡ Id ❞❡" ❞✐"+♦."✐♦♥" ❣$♦♠$+.✐9✉❡" ❣.Z❝❡ V ❝❡++❡
❝❛.+❡ ❞❡ ❞$♣❧❛❝❡♠❡♥+" ✐♥✈❡."❡"✱ ♣♦✉. .❡❝.$❡. ❧✬✐♠❛❣❡ ♥♦♥ ❞✐"+♦.❞✉❡ Ind ✿
Ind(x, y
′, z) = Id(x, y
′ + dy′(x, y
′, z), z) ✭✶✳✶✶✮
❈♦♠♠❡ ❞$❝.✐+ ♣.$❝$❞❡♠♠❡♥+✱ ❧❡" ❞✐"+♦."✐♦♥" ❣$♦♠$+.✐9✉❡" "♦♥+ ❛❝❝♦♠♣❛❣♥$❡" ❞❡
❝♦♠♣.❡""✐♦♥" ♦✉ ❞✐❧❛+❛+✐♦♥" ❞❡ ✈♦①❡❧"✱ ❝❡ 9✉✐ ❛✛❡❝+❡ ❧✬✐♥+❡♥"✐+$ ❞❡" ✈♦①❡❧" ❡♥ ♣❧✉" ❞❡
❧❡✉. ♣♦"✐+✐♦♥♥❡♠❡♥+✳ ❖♥ ❛♣♣❧✐9✉❡ ❞♦♥❝ ✉♥ ❛❥✉"+❡♠❡♥+ ❜❛"$ "✉. ❧✬✉♥ ❞❡ ❝❡✉① ❞$❝.✐+" ♣❛.
❏❡③③❛.❞ ❛♥❞ ❇❛❧❛❜❛♥ ❬✶✾✾✺❪✱ 9✉✐ ✉+✐❧✐"❡ ✉♥❡ ❞$.✐✈$❡ ✉♥✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛.+❡ ❞❡




✳ ❖♥ ❧❛ ❝❛❧❝✉❧❡








′ + 1, z)− dy′(x, y′ − 1, z)] ✭✶✳✶✷✮
✽✽
❖♥ ♦❜$✐❡♥$ ❛✐♥(✐ ✉♥❡ ♠❡(✉+❡ ❞✉ ❣+❛❞✐❡♥$ ❧♦❝❛❧ ❡♥ ❝❤❛1✉❡ ✈♦①❡❧✳ Ind ❡($ ♠✉❧$✐♣❧✐6❡ ♣❛+
✶ ♠♦✐♥( ❝❡$$❡ ❞6+✐✈6❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜$❡♥✐+ ❧✬❛❥✉($❡♠❡♥$ ❞✬✐♥$❡♥(✐$6✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❝❡$$❡ ♦♣6+❛$✐♦♥
♣❡+♠❡$ ❞❡ +6❞✉✐+❡ ❧✬✐♥$❡♥(✐$6 ❞❡( ✈♦①❡❧( 1✉✐ ❛✈❛✐❡♥$ 6$6 ❝♦♠♣+❡((6(✱ ❝✬❡($✲?✲❞✐+❡ ❝❡✉①
❞♦♥$ ❧✬✐♥$❡♥(✐$6 ❛✈❛✐$ 6$6 ❛✉❣♠❡♥$6❡ ♣❛+ ❧❡( ❞✐($♦+(✐♦♥(✱ ❡$ ✈✐❝❡ ❡$ ✈❡+(❛✳ ✿
Ind−intensite−corrigee(x, y





❉❡ ♥♦♠❜+❡✉(❡( ❡①♣6+✐❡♥❝❡( ♦♥$ ✈❛❧✐❞6 ❝❡$$❡ ♠6$❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦++❡❝$✐♦♥ ❞❡( ❞✐($♦+(✐♦♥(✱
❡♥ ♠♦♥$+❛♥$ 1✉❡ ❧❡( ✐♠❛❣❡( ❊E■ ❝♦++✐❣6❡( (♦♥$ ♣❧✉( ♣+♦❝❤❡( ❞❡( ✐♠❛❣❡( ❛♥❛$♦♠✐1✉❡(✱
❡①❡♠♣$❡( ❞❡ ❞✐($♦+(✐♦♥(✱ ❡$ ❝♦++❡(♣♦♥❞❡♥$ ♠✐❡✉① ? ❞❡( ❣❛❜❛+✐$( ✭$❡♠♣❧❛$❡(✮ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧(
❬❍✉$$♦♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷✱ ❈✉(❛❝❦ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳
▲✐♠✐#❡% ❞❡ ❝❡##❡ ♠(#❤♦❞❡ ✿ ✐♥#❡-❛❝#✐♦♥ ❞✐%#♦-%✐♦♥%✴♠♦✉✈❡♠❡♥#% ❞❡ ❧❛ #3#❡
❈❡$$❡ ♠6$❤♦❞❡ ♥❡ +❡1✉✐❡+$ 1✉✬✉♥❡ (❡✉❧❡ ❝❛+$❡ ❞✬❤6$6+♦❣6♥6✐$6( ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣♦✉+ ❝♦+✲
+✐❣❡+ ❧❛ (6+✐❡ $❡♠♣♦+❡❧❧❡ ❞❡( ✐♠❛❣❡( ❛❝1✉✐(❡( ❡♥ ❊E■✳ ❊❧❧❡ ❡($ ❞♦♥❝ ♣+❛$✐1✉❡ ? ✉$✐❧✐(❡+✱
❡$ ♥✬✐♠♣❧✐1✉❡ ♣❛( ❞✬❛❝1✉✐(✐$✐♦♥( ✐♠♣♦+$❛♥$❡( (✉♣♣❧6♠❡♥$❛✐+❡( ? ❧✬6$✉❞❡ ■❘▼❢ ❡♥ ❡❧❧❡✲
♠Q♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ? ❝❛✉(❡ ❞❡( ♠♦✉✈❡♠❡♥$( ❞❡ ❧❛ $Q$❡ ♣❡♥❞❛♥$ ❧✬❡①❛♠❡♥✱ ❧❛ ❝❛+$❡ ❞✬❤6✲
$6+♦❣6♥6✐$6( ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣❡✉$ ✈❛+✐❡+ ❡♥ ❢♦♥❝$✐♦♥ ❞✉ $❡♠♣( ✭❏❡③③❛+❞ ❛♥❞ ❈❧❛+❡✱ ✶✾✾✾✮✳ ▲❡(
❞✐($♦+(✐♦♥( ❝+66❡( ♣❛+ ❧❡( ❤6$6+♦❣6♥6✐$6( ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❝❤❛♥❣❡♥$✱ ❛❧♦+( 1✉❡ ❧❡ (✉❥❡$ ❜♦✉❣❡
❞❛♥( ❧❡ (❝❛♥♥❡+✳ ▲✬61✉✐♣❡ ❞❡ ❘✳ ❚✉+♥❡+ ❛ ♠♦♥$+6 1✉❡ ♣♦✉+ ❞❡( ♠♦✉✈❡♠❡♥$( ♠♦②❡♥( ✐♥✲
❢6+✐❡✉+( ? ✶➦ ❡♥ +♦$❛$✐♦♥ ❡$ ✵✳✻ ♠♠ ❡♥ $+❛♥(❧❛$✐♦♥✱ ✹✪ ❞❡( ✈♦①❡❧( ❞✉ ❝❡+✈❡❛✉ ♣+6(❡♥$❡♥$
✉♥❡ ❝♦++6❧❛$✐♦♥ (✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡ ❛✈❡❝ ❝❡( ♠♦✉✈❡♠❡♥$(✳ ■❧( (♦♥$ ♣+✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥$ (✐$✉6( ❞❛♥(
❧❡( ❧♦❜❡( ❢+♦♥$❛✉① ❡$ ? ❧❛ ♣+♦①✐♠✐$6 ❞❡( ❣❧♦❜❡( ♦❝✉❧❛✐+❡(✳ ▲❡( ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥$( ❡♥❣❡♥❞+6(
♣❛+ ❧✬✐♥$❡+❛❝$✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡( ❤6$6+♦❣6♥6✐$6( ❞❡ ❝❤❛♠♣ (♦♥$ ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞❡ ✵✳✻✲✵✳✾ ♠♠✳ E♦✉+
❞❡( ♠♦✉✈❡♠❡♥$( ❞❡ ❣+❛♥❞❡ ❛♠♣❧✐$✉❞❡ ✐♥❢6+✐❡✉+( ? ✺➦ ❡♥ +♦$❛$✐♦♥ ❡$ ✷✳✺ ♠♠ ❡♥ $+❛♥(❧❛✲
$✐♦♥✱ ✶✵✪ ❞❡( ✈♦①❡❧( ❞✉ ❝❡+✈❡❛✉ (♦♥$ ❛✛❡❝$6( ♣❛+ ✉♥❡ ❞✐($♦+(✐♦♥( ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞❡ ✵✳✻✲✶✳✽
♠♠ ❬❍✉$$♦♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳
❯♥❡ ♠6$❤♦❞❡ ❡♥✈✐(❛❣❡❛❜❧❡ ♣♦✉+ ❝♦++✐❣❡+ ❧❛ ❝♦♠♣♦(❛♥$❡ $❡♠♣♦+❡❧❧❡ ❞❡( ❞✐($♦+(✐♦♥(
❣6♦♠6$+✐1✉❡(✱ ❡($ ❞✬❛❝1✉6+✐+ ✉♥❡ ❝❛+$❡ ❞❡ △B0 ♣♦✉+ ❝❤❛1✉❡ ✐♠❛❣❡ ❊E■ ❞❡ ❧❛ (6+✐❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ✐❧ ❛ 6$6 ♠♦♥$+6 1✉❡ ❧❛ ✈❛+✐❛♥❝❡ ❧✐6❡ ? ❧✬❛❝1✉✐(✐$✐♦♥ ❞❡ ❝❡$$❡ ❝❛+$❡✱ ✐♥❞✉✐$
✉♥❡ ❡++❡✉+ ❞❡ ❝♦++❡❝$✐♦♥ ❞❡( ❞✐($♦+(✐♦♥( 1✉✐ ❡($ ❞❡ ❧✬♦+❞+❡ ❞❡ ✵✳✻ ♠♠✱ ❝✬❡($✲?✲❞✐+❡ ? ♣❡✉
♣+^( 61✉✐✈❛❧❡♥$❡ ? ❧✬♦+❞+❡ ❞❡ ❣+❛♥❞❡✉+ ❞❡( ❞✐($♦+(✐♦♥( ❧✐6❡( ❛✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ $Q$❡
❬❍✉$$♦♥ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✷❪✳ ❉❡ ♣❧✉(✱ ❧✬♦❜$❡♥$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝❛+$❡ ❞❡ △B0✱ ❝✬❡($✲?✲❞✐+❡ ❞❡ ✷ ❝❛+$❡(
❞❡ ♣❤❛(❡ ♣♦✉+ ❝❤❛1✉❡ ♣♦✐♥$ $❡♠♣♦+❡❧✱ ❛❧♦✉+❞✐$ ❝♦♥(✐❞6+❛❜❧❡♠❡♥$ ❧❡ $❡♠♣( ❞✬❛❝1✉✐(✐$✐♦♥✳
❯♥❡ ❛✉$+❡ ♠6$❤♦❞❡ ♣+♦♣♦(6❡ ♣❛+ ❆♥❞❡+((♦♥ ❡$ ❛❧✳ ❬✷✵✵✶❪✱ ♠♦❞6❧✐(❡ ❧❡ ❝♦✉♣❧❛❣❡ ❡♥$+❡ ❧❡(
♠♦✉✈❡♠❡♥$( 6❧6♠❡♥$❛✐+❡( ❞❡ ❧❛ $Q$❡ ✭❡♥ $+❛♥(❧❛$✐♦♥ ❡$ +♦$❛$✐♦♥✮ ❡$ ❧❡( ❤6$6+♦❣6♥6✐$6(
❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❈❡ ♠♦❞^❧❡ ❝♦++✐❣❡ ❡♥(✉✐$❡ ❧❡( ❞✐($♦+(✐♦♥( ✐♥❞✉✐$❡( ♣❛+ ❧❡( ♠♦✉✈❡♠❡♥$( ❧♦+(
❞✬✉♥❡ ❡①♣6+✐❡♥❝❡ ■❘▼❢✱ ? ♣❛+$✐+ ❞❡( ✐♥❢♦+♠❛$✐♦♥( ❞❡ ❧❛ ❝❛+$❡ ❞❡ B0 ❡$ ❞❡( ♣❛+❛♠^$+❡(
$❡♠♣♦+❡❧( ❞❡ ❝♦++❡❝$✐♦♥ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥$ (✉+ ❧❛ (6+✐❡ ❊E■ $❡♠♣♦+❡❧❧❡✳ ■❧ ❡($ ✐♥$6❣+6 ❞❛♥(
✉♥❡ ❜♦`$❡ ? ♦✉$✐❧( ❙E▼✱ ♥♦♠♠6❡ ✏❯♥✇❛+♣✑✳
✽✾
✶✳✹✳✶✳✹ ▲❡ ♠♦❞(❧❡ ❧✐♥,❛✐.❡ ❣,♥,.❛❧✐0, ✭●▲▼✮
▲❡" ✈❛%✐❛'✐♦♥" ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉ ❞❛♥" ❧❡" ✐♠❛❣❡" ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡" ♥❡ "♦♥' ♣❛" ✉♥✐5✉❡✲
♠❡♥' ❞✉❡" ❛✉ ♣❛%❛❞✐❣♠❡✳ ▲❡" "♦✉%❝❡" ❞❡ ✈❛%✐❛❜✐❧✐'9 "♦♥' ♠✉❧'✐♣❧❡" ✿ ✐♥"'❛❜✐❧✐'9 ❞❡
❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✱ ❜%✉✐' '❤❡%♠✐5✉❡✱ %❡"♣✐%❛'✐♦♥✱ ❜❛''❡♠❡♥'" ❝❛%❞✐❛5✉❡"✱ ❡' ❛❝'✐✈✐'9 ❛✉ %❡✲
♣♦"✳ ▲❡ ♣%♦❜❧=♠❡ > %9"♦✉❞%❡ ❡"' ❞✬✐❞❡♥'✐✜❡% ❧❡" ✈♦①❡❧" ❞♦♥' ❧❡ ❞9❝♦✉%" '❡♠♣♦%❡❧ ❡①❤✐❜❡
✉♥❡ ❢♦%'❡ ❝♦%%9❧❛'✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛%❛❞✐❣♠❡ ❡①♣9%✐♠❡♥'❛❧✳ ▲✬❛♣♣%♦❝❤❡ ❝❧❛""✐5✉❡ ❝♦♥"✐"'❡ >
✉'✐❧✐"❡% ❧❡ ♠♦❞(❧❡ ❧✐♥,❛✐.❡ ❣,♥,.❛❧✐0, ✭●▲▼✱ ●❡♥❡%❛❧✐③❡❞ ▲✐♥❡❛% ▼♦❞❡❧✮✳ ❈❡ ♠♦❞✲
=❧❡ "❡ ❜❛"❡ "✉% ❞❡" ✐♥❢♦%♠❛'✐♦♥" ❛ ♣"✐♦"✐ ❝♦♥❝❡%♥❛♥' ❧❡ ♣❛%❛❞✐❣♠❡ ❡①♣9%✐♠❡♥'❛❧ ❡' ❧❛
❢♦%♠❡ ❞❡ ❧❛ %9♣♦♥"❡ ❤9♠♦❞②♥❛♠✐5✉❡ ✭❍❘❋✮✳ ■❧ ♣♦""=❞❡ ❧✬❛✈❛♥'❛❣❡ ❞✬M'%❡ ❢❛❝✐❧❡ > ♠❡'✲
'%❡ ❡♥ N✉✈%❡ ❡' ❞❡ ♣❡%♠❡''%❡ ✉♥❡ ✐♥'❡%♣%9'❛'✐♦♥ ❞✐%❡❝'❡ ❞❡" %9"✉❧'❛'" ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✉
♣❛%❛❞✐❣♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥'✱ ❝♦♠♠❡ '♦✉'❡" ❧❡" ♠9'❤♦❞❡" ❣✉✐❞9❡" ♣❛% ❞❡" ❤②♣♦'❤="❡"✱ ❧❡"
%9"✉❧'❛'" ♦❜'❡♥✉" %❡"'❡♥' ❞9♣❡♥❞❛♥'" ❞❡" ✐♥❢♦%♠❛'✐♦♥" ❝❤♦✐"✐❡" ❛ ♣"✐♦"✐✳
▲❡ ♠♦❞=❧❡ ❧✐♥9❛✐%❡ ❝♦♥"✐"'❡ > ❡①♣❧✐5✉❡% ❧❡ "✐❣♥❛❧ ♦❜"❡%✈9 ♣❛% ✷ ❝♦♠♣♦"❛♥'❡" ✿ ✉♥❡
♣❛%'✐❡ ❞9'❡%♠✐♥✐"'❡ %❡♣%9"❡♥'9❡ ♣❛% ✉♥❡ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❧✐♥9❛✐%❡ ❞❡ ✈❛%✐❛❜❧❡" ❡①♣❧✐❝❛'✐✈❡"✱ >
❧❛5✉❡❧❧❡ "✬❛❥♦✉'❡ ✉♥❡ ♣❛%'✐❡ ♣%♦❜❛❜✐❧✐"'❡ ❝♦%%❡"♣♦♥❞❛♥' > ❧✬❡%%❡✉% ❞❡ ♠♦❞9❧✐"❛'✐♦♥ ✿
❙♦✐' yt ❧❛ ✈❛❧❡✉% ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉ ♠❡"✉%9❡ > ❧✬✐♥"'❛♥' '✳ ▲❡ ♠♦❞=❧❡ ❧✐♥9❛✐%❡ "✬9❝%✐' ✿
yt = β1xt1 + β2xt2 + ...+ βpxtp + εt
❛✈❡❝ ❧❡" ①i❂✭x1i✱x2i✱✳✳✳✱xT i✮ ♣♦✉% ✐ ǫ ④✶✱✳ ✳ ✳ ✱♣⑥✳ ▲❡" xi "♦♥' ❞❡" ✈❛%✐❛❜❧❡" ❡①♣❧✐❝❛'✐✈❡"
✭.,❣.❡00❡✉.0✮ ❞❡ ♣❛%❛♠='%❡ ✐♥❝♦♥♥✉ βi✳εt ❡"' ❧✬❡%%❡✉% ❞❡ ♠♦❞9❧✐"❛'✐♦♥ ❞✉ "✐❣♥❛❧ >
❧✬✐♥"'❛♥' '✳
❊♥ ♥♦'❛'✐♦♥ ♠❛'%✐❝✐❡❧❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞=❧❡ ❧✐♥9❛✐%❡ "✬9❝%✐' ✿
Y = X ∗ β + ε ✭✶✳✶✹✮
❳ ❡"' ❛♣♣❡❧9❡ ❧❛ ♠❛'%✐❝❡ ❞✬❡①♣9%✐❡♥❝❡ ✭♦✉ ✏♠❛6.✐❝❡ ❞❡ ❞❡0✐❣♥✑✮✱ ❜ ❡"' ❧❡ ✈❡❝'❡✉% ❞❡
♣❛%❛♠='%❡" ✐♥❝♦♥♥✉" > ❡"'✐♠❡%✱ ❡' ❡ ❡"' ❧❡ ✈❡❝'❡✉% ❞❡" %9"✐❞✉" ✭❡%%❡✉%"✮✱ 5✉✬♦♥ "✉♣♣♦"❡
✐♥❞9♣❡♥❞❛♥'"✱ ❡' ✐❞❡♥'✐5✉❡♠❡♥' ❞✐"'%✐❜✉9" "❡❧♦♥ ✉♥❡ ❧♦✐ ♥♦%♠❛❧❡ ℵ(0, σ2)✳ ▲✬✐♥'9%M'
♣%✐♥❝✐♣❛❧ ❞✉ ♠♦❞=❧❡ ❧✐♥9❛✐%❡ ❡"' ❞❡ ♣♦✉✈♦✐% ❝❤♦✐"✐% ❧❡" ✈❛%✐❛❜❧❡" ❡①♣❧✐❝❛'✐✈❡" ❧❡" ♣❧✉"
❛♣♣%♦♣%✐9❡" ❛✉① ❞♦♥♥9❡" ♦❜"❡%✈9❡"✱ ❡' ♥♦'❛♠♠❡♥' ❞❡ ♣♦✉✈♦✐% ❝♦♥"'%✉✐%❡ ✉♥❡ ♠❛'%✐❝❡
❞❡ ❞❡"✐❣♥ ❞✐%❡❝'❡♠❡♥' %❡❧✐9❡ ❛✉ ♣❛%❛❞✐❣♠❡✳ ❆✐♥"✐✱ ❝❤❛5✉❡ ♣❛%❛♠='%❡ ❡"'✐♠9 βi ♣❡✉'
M'%❡ ❞✐%❡❝'❡♠❡♥' ✐♥'❡%♣%9'❛❜❧❡ ❡♥ '❡%♠❡ ❞❡ ❝♦♥'%✐❜✉'✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❡①♣9%✐♠❡♥'❛❧❡
✐ ❛✉ "✐❣♥❛❧ ♦❜"❡%✈9✳
▲❛ ❝♦♥"'%✉❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛'%✐❝❡ ❞❡ ❞❡""✐♥ ❡①♣9%✐♠❡♥'❛❧ ❳ %❡♣♦"❡ "✉% ❞❡✉① ❤②♣♦'❤="❡"
✐♠♣❧✐❝✐'❡" ✿ ✉♥❡ ❤②♣♦'❤="❡ ❞❡ ❧✐♥9❛%✐'9 ✭❧❡" %9♣♦♥"❡" ❇❖▲❉ ♣%♦❞✉✐'❡" ♣❛% ❞✐✛9%❡♥'❡"
"'✐♠✉❧❛'✐♦♥" "✬❛❞❞✐'✐♦♥♥❡♥'✮ ❡' ✉♥❡ ❤②♣♦'❤="❡ ❞❡ "'❛'✐♦♥♥❛%✐'9 ✭❧❡" %9♣♦♥"❡" ❇❖▲❉ >
❞❡✉① 9✈9♥❡♠❡♥'" ❞❡ ❧❛ ♠M♠❡ "'✐♠✉❧❛'✐♦♥ "♦♥' ✐❞❡♥'✐5✉❡" ❛✉ ❞9❝❛❧❛❣❡ '❡♠♣♦%❡❧ ♣%="✮✳
❈❤❛5✉❡ ❝♦♥❞✐'✐♦♥ ❡①♣9%✐♠❡♥'❛❧❡ ❞✉ ♣❛%❛❞✐❣♠❡ ❡"' ❣9♥9%❛❧❡♠❡♥' ❛""♦❝✐9❡ > ❛✉ ♠♦✐♥"
✉♥ %9❣%❡""❡✉% ❞❛♥" ❳✳ ]♦✉% ❧❡ ❝♦♥"'%✉✐%❡✱ ❧❡ "✐❣♥❛❧ ❞❡ "'✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❡"' ❝♦♥✈♦❧✉9 ♣❛%
❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ %9♣♦♥"❡ ❤9♠♦❞②♥❛♠✐5✉❡ ❝❤♦✐"✐❡ ✭✜❣✉%❡ ✶✳✻✸✮✳ ❉❡" %9❣%❡""❡✉%" ❞❡ ♥♦♥✲
✐♥'9%M' ♣❡✉✈❡♥' M'%❡ ❛❥♦✉'9"✳
✶✳✹✳✶✳✺ ❊06✐♠❛6✐♦♥ ❞❡0 ♣❛.❛♠(6.❡0 ❞✉ ♠♦❞(❧❡
▲❡ '❡%♠❡ ❞✬❡%%❡✉% ε %❡❣%♦✉♣❡ 5✉❛♥' > ❧✉✐ ❧❡" ❡%%❡✉%" ❞✉❡" ❛✉① ♥♦♠❜%❡✉"❡" "♦✉%❝❡"
❞❡ ✈❛%✐❛❜✐❧✐'9 ❞❛♥" ❧❡" ❞♦♥♥9❡" ❡' ❧❡" ❡%%❡✉%" ❞❡ ♠♦❞9❧✐"❛'✐♦♥✱ ♥♦'❛♠♠❡♥' ❞❡ ❧❛ ❍❘❋✳
✾✵
❋✐❣✉$❡ ✶✳✻✸✿ ❈♦♥#$%✉❝$✐♦♥ ❞✬✉♥ %+❣%❡##❡✉% ❛##♦❝✐+ / ✉♥❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ✭❈✮ ♣❛% ❝♦♥✈♦❧✉$✐♦♥ ❞✉ ♣%♦$♦❝♦❧❡
❞❡ #$✐♠✉❧❛$✐♦♥ ✭❆✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦❞7❧❡ ❞❡ %+♣♦♥#❡ ❤+♠♦❞②♥❛♠✐:✉❡ ❝❤♦✐#✐ ✭❇✮✳
❖♥ ♣❡✉. ② ❞✐1.✐♥❣✉❡$ ✿
✕ ❞❡1 ✈❛$✐❛.✐♦♥1 ❧❡♥.❡1 ❞✉ 1✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❞=$✐✈❡ ❞❡ ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❜❛1❡✱
✭@✉✐ ♣❡✉. A.$❡ ♠♦❞=❧✐1=❡ ♣❛$ ❧✬❛❥♦✉. ❞❡ $=❣$❡11❡✉$1 ❞❡ ♥♦♥✲✐♥.=$A. ❞❛♥1 ❧❛ ♠❛✲
.$✐❝❡ ❞❡ ❞❡1✐❣♥ ❳✮✱ ❧❡ ❜$✉✐. .❤❡$♠✐@✉❡✱ ❧✬❛❝.✐✈✐.= $❡1♣✐$❛.♦✐$❡✱ ❧❡1 ❜❛..❡♠❡♥.1 ❝❛$✲
❞✐❛@✉❡1 ✭❝❡1 ✈❛$✐❛.✐♦♥1 1♦♥. ❞❡ ❢$=@✉❡♥❝❡ 1✉♣=$✐❡✉$❡1 ❛✉ ❞♦✉❜❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢$=@✉❡♥❝❡
❞✬=❝❤❛♥.✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ✭$❡♣❧✐❡♠❡♥. ❞❡ 1♣❡❝.$❡✮ ✿ ❡❧❧❡1 ♥❡ ♣❡✉✈❡♥. ♣❛1 A.$❡ ♠♦❞=❧✐1=❡1✮✳
✕ ❞❡1 ✈❛$✐❛.✐♦♥1 $❛♣✐❞❡1 ❞✉ 1✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉✱ ❢♦$♠❛♥. ✉♥ ❜$✉✐. ♣$♦❜❛❜✐❧✐1.❡ 1✉♣♣♦1=
1.❛.✐♦♥♥❛✐$❡✱ ❝❡♥.$= ✭❞❡ ♠♦②❡♥♥❡ ♥✉❧❧❡✮✱ ❡. ❞=❝♦$$=❧= ❞❡1 ✈❛$✐❛❜❧❡1 ❡①♣❧✐❝❛.✐✈❡1
❞❡ ❧❛ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ ❞❡1✐❣♥ ❳✳ ▲❛ ♠♦❞=❧✐1❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❜$✉✐. ♥=❝❡11✐.❡ ❞❡1 ❤②♣♦.❤J1❡1
1✉$ ❧❛ 1.$✉❝.✉$❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛.$✐❝❡ ❞❡ ✈❛$✐❛♥❝❡✲❝♦✈❛$✐❛♥❝❡ V = V ar(ε)✳ ▲❛ ♣❧✉1 1✐♠✲
♣❧❡ ❝♦♥1✐1.❡ K ❝♦♥1✐❞=$❡$ ✉♥ ❜$✉✐. ✏1♣❤=$✐@✉❡✑ ✱ ❝✬❡1.✲K✲❞✐$❡ ✐♥❞=♣❡♥❞❛♠♠❡♥. ❡.
✐❞❡♥.✐@✉❡♠❡♥. ❞✐1.$✐❜✉=✳ ❉❛♥1 ❝❡ ❝❛1✱ ❧❡1 ❡$$❡✉$1 1♦♥. 1✉♣♣♦1=❡1 ♥♦$♠❛❧❡1 ❡. ❧❡
♠♦❞J❧❡ ❧✐♥=❛✐$❡ ❡1. ❞✐. ❣=♥=$❛❧✳
■❧ ❢❛✉. ❡1.✐♠❡$ ❧❡1 ♣❛$❛♠J.$❡1 ✐♥❝♦♥♥✉1 ❞✉ ♠♦❞J❧❡ βˆ✱ ❛✐♥1✐ @✉❡ ❧✬❡$$❡✉$ ❞✬❡1.✐♠❛.✐♦♥
V ar(βˆ) ❞❡ ❧❛ ❢♦$♠✉❧❡ ✶✳✶✹✳ ❉✬❛♣$J1 ❧❡ .❤=♦$J♠❡ ❞❡ ●❛✉11✲▼❛$❦♦✈✱ 1♦✉1 ❧❡1 ❤②♣♦.❤J1❡1
@✉✬✐❧ ♥✬❡①✐1.❡ ♣❛1 ❞❡ ❝♦$$=❧❛.✐♦♥ ❡♥.$❡ ❧✬❡$$❡✉$ ❡. ❧❡1 ✈❛$✐❛❜❧❡1 ❡①♣❧✐❝❛.✐✈❡1✱ ❡. @✉❡ ❧❛
♠❛.$✐❝❡ ❱ ❡1. ❝♦♥♥✉❡ ❡. ✐♥✈❡$1✐❜❧❡✱ ❧✬❡1.✐♠❛.❡✉$ ❞❡1 ▼♦✐♥❞$❡1 ❈❛$$=1 ●=♥=$❛❧✐1=1 ❡1. ❧❡
♠❡✐❧❧❡✉$ ❡1.✐♠❛.❡✉$ ❧✐♥=❛✐$❡ 1❛♥1 ❜✐❛✐1 ✿
βˆMCG = argmin‖Y −Xβ‖2 = (XTV −1X)−1XTV −1Y
▲✬❡$$❡✉$ ❞✬❡1.✐♠❛.✐♦♥ ✈❛✉. @✉❛♥. K ❡❧❧❡ ✿
V ar(βˆMCG) = (X
TX)−1XTV X(XTX)−1
U❛$ ❧❛ 1✉✐.❡✱ ❧✬❡①♣=$✐♠❡♥.❛.❡✉$ ❡1. 1♦✉✈❡♥. ❛♠❡♥= K ❞=✜♥✐$ ✉♥ ❝♦♥.$❛1.❡ ❝✱ @✉✐ ❡1.
✉♥ ❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.1 ❞❡ ♣♦♥❞=$❛.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❝♦♠❜✐♥❛✐1♦♥ ❧✐♥=❛✐$❡ ❞❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥.1
βˆ✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛.✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ♠♦❞J❧❡ 1✉$ ❧✬❡♥1❡♠❜❧❡ ❞❡1 ✈♦①❡❧1✱ ♣✉✐1 ❧❛ 1♣=❝✐✜❝❛.✐♦♥ ❞✬✉♥
❝♦♥.$❛1.❡ ❞✬✐♥.=$A. ♣❛$ ❧✬❡①♣=$✐♠❡♥.❛.❡✉$✱ ♣❡$♠❡. ❞✬♦❜.❡♥✐$✱ ♣♦✉$ ❝❤❛@✉❡ 1✉❥❡. =.✉❞✐=✱
✉♥❡ ❝❛$.❡ ❞✬❡✛❡. ❡1.✐♠= ✭❝❛$.❡ ❞❡ ❝♦♥.$❛1.❡✮ ❛✐♥1✐ @✉✬✉♥❡ ❝❛$.❡ ❞❡ ✈❛$✐❛♥❝❡ $=1✐❞✉❡❧❧❡✱
❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉1.$❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✶✳✻✹✳
❆♣$J1 ❧❛ ♥♦$♠❛❧✐1❛.✐♦♥ 1.=$=♦.❛①✐@✉❡ 1✉$ ✉♥ .❡♠♣❧❛.❡✱ ❧❡1 ❞♦♥♥=❡1 ❞✬❛❝.✐✈❛.✐♦♥1
■❘▼❢ 1♦♥. .$❛♥1❢♦$♠=❡1 ❡♥ ❝❛$.❡1 ❞❡ ❝♦♥.$❛1.❡1 ❞✬✐♥.=$A.✳ ❈❡1 ❝❛$.❡1 1♦♥. ❡♥1✉✐.❡ .$❛✐.=❡1
❛✈❡❝ ❞❡1 ♦✉.✐❧1 1.❛.✐1.✐@✉❡1 ♣♦✉$ ❞=.❡$♠✐♥❡$ 1✐ ❧❡1 ❛❝.✐✈❛.✐♦♥1 1♦♥. 1✐❣♥✐✜❝❛.✐✈❡1✳ ❉❡✉①
✾✶
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❢❛♠✐❧❧❡/ ❞❡ 1❡/1/ /1❛1✐/1✐2✉❡/ ♣❛$❛♠41$✐2✉❡/ /♦♥1 ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥1 ✉1✐❧✐/4❡/ ✿ ❧❡ 1❡/1 ❞❡
❙1✉❞❡♥1 ✭1✮✱ ❡1 ❧❡ 1❡/1 ❞❡ ❋✐/❤❡$ ✭❋✮✳ ▲❡ 1❡/1 1 /❡$1 > ❝♦♠♣❛$❡$ ❧❡/ ♠♦②❡♥♥❡/ ❞❡ ✷
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❆♥♥❡①❡✮✳
▲❡/ ❡✛❡1/ ♦❜/❡$✈4/ /♦♥1 ❛✛❡❝14/ > ❧❛ ❢♦✐/ ♣❛$ ❧❛ ✈❛$✐❛❜✐❧✐14 ✐♥1$❛✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❡1 ♣❛$
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♦♥ ♣❡✉1 ❝♦♥❝❧✉$❡ /✉$ ✉♥ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ /✉❥❡1/ 41✉❞✐4/✱ ♠❛✐/ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉1 ♣❛/ ❣4♥4$❛❧✐/❡$ >
1♦✉1❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥✳ ▲✬❛♥❛❧②/❡ ❋❋❳ ❝♦♥/✐❞N$❡ ❧✬❡♥/❡♠❜❧❡ ❞❡/ ♣❛$1✐❝✐♣❛♥1/ ❝♦♠♠❡ 41❛♥1
✉♥ /❡✉❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉ ✿ /❡✉❧❡ ❧❛ ✈❛$✐❛❜✐❧✐14 ✐♥1$❛✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❡/1 ♣$✐/❡ ❡♥ ❝♦♠♣1❡✳
❯♥❡ ❛♥❛❧②/❡ > ❡✛❡1 ❛❧4❛1♦✐$❡ ✭✓ ❘❛♥❞♦♠ ❊✛❡❝1/ ✔ ❘❋❳✮ ♣$❡♥❞ ❡♥ ❝♦♠♣1❡ ❧❡/ ❞❡✉①
1②♣❡/ ❞❡ ✈❛$✐❛❜✐❧✐14✱ ❡1 ♣❡$♠❡1 ❛✐♥/✐ ❞❡ ❞41❡$♠✐♥❡$ /✐ ❧❡ ❣$♦✉♣❡ ❞❡ /✉❥❡1/ ❡/1 $❡♣$4/❡♥1❛1✐❢
❞❡ ❧❛ ♣♦♣✉❧❛1✐♦♥✳ ❈❡11❡ ❛♥❛❧②/❡ /❡ ❢❛✐1 ❡♥ ❞❡✉① 41❛♣❡/ ✿ ❧❛ ♣$❡♠✐N$❡ ❝♦♥/✐/1❡ > ❡✛❡❝1✉❡$
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/❡$✈❡♥1 ❡♥/✉✐1❡ ❞❡ ❜❛/❡ ♣♦✉$ ✉♥ /❡❝♦♥❞ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬❛♥❛❧②/❡✳
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❞❡ 0✬❛✛%❛♥❝❤✐% ❞❡0 ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣%✐0 ❝♦%%❡0♣♦♥❞❛♥$ F ❧❛ ❜♦✐$❡ ❝%❛♥✐❡♥♥❡✱ ❡$ ❛✉① 0✐♥✉0✱ ❧❡
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'✐❡✉"' *✐''✉'✮ ❀ ❧❡' ❛"*❡❢❛❝*' ❞❡ '✉'❝❡♣*✐❜✐❧✐*: ♠❛❣♥:*✐<✉❡ ✭<✉✐ ♣❡✉✈❡♥* ✐♥❞✉✐"❡ ❞❡' ❤②✲
♣❡" ♦✉ ❤②♣♦✲✐♥*❡♥'✐*:'✮ ❀ ♦✉ ❡♥❝♦"❡ ❧❡' ❤:*:"♦❣:♥:✐*:' ❞❡ ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ❘❋ ✭"❡'♣♦♥'❛❜❧❡'
❞✬✉♥❡ ❤:*:"♦❣:♥:✐*: ❞❡' ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣"✐' ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ♣♦✉" ✉♥ ♠A♠❡ *✐''✉✮✳  ♦✉" ❝♦""✐✲
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❯♥ ❞❡$ ✐♥&'()&$ ♠❛❥❡✉($ ❞✬✉♥ ♠♦❞0❧❡ $✉(❢❛❝✐4✉❡ ('$✐❞❡ ❞❛♥$ ❧❡ ❢❛✐& 4✉❡ ❝❡❧✉✐✲❝✐ ♣❡✉&
)&(❡ ♠❛♥✐♣✉❧' ♣♦✉( ♦❜&❡♥✐( ✉♥❡ ✈✐$✉❛❧✐$❛&✐♦♥ ♣❧✉$ ❡①♣❧✐❝✐&❡ ❞❡$ ❞♦♥♥'❡$ ❝♦(&✐❝❛❧❡$✱ ❡♥
♣❛(&✐❝✉❧✐❡( ♣♦✉( ❝❡❧❧❡$ 4✉✐ $♦♥& ❡♥❢♦✉✐❡$ ❛✉ ❢♦♥❞ ❞❡ $✐❧❧♦♥$ ❡♥ &(♦✐$ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$✳ ❊♥ ❡❢✲
❢❡&✱ ❧❛ ♣(♦♣♦(&✐♦♥ ❞❡ $✉(❢❛❝❡ ❝♦(&✐❝❛❧❡ ✏❡♥❢♦✉✐❡✑ (❡♣('$❡♥&❡ ❡♥ ❡✛❡& ✻✵✲✼✵✪ ❞✉ ❝♦(&❡①
❬❩✐❧❧❡$ ❡& ❛❧✳✱ ✶✾✽✽✱ ❱❛♥❊$$❡♥ ❛♥❞ ❉(✉(②✱ ✶✾✾✼❜❪✳ ■❧ ❢❛✉& ❝❡♣❡♥❞❛♥& ✈❡✐❧❧❡( N ♣('$❡(✈❡( ❧❡
♣❧✉$ ♣♦$$✐❜❧❡ ❧❡$ ✐♥❢♦(♠❛&✐♦♥$ $♣❛&✐❛❧❡$ ❡& &♦♣♦❧♦❣✐4✉❡$ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦(&✐❝❛❧❡✳ ■❧ ❡①✐$&❡
♣❧✉$✐❡✉($ ♠'&❤♦❞❡$ ❞❡ ✈✐$✉❛❧✐$❛&✐♦♥ ✭✜❣✉(❡ ✶✳✻✼✮✳
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♣$♦❥❡' ✏❱✐(✐❜❧❡ ▼❛♥✑ ✭❤''♣ ✿✴✴✇✇✇✳♥❧♠✳♥✐❤✳❣♦✈✴$❡(❡❛$❝❤✴✈✐(✐❜❧❡✴✈✐(✐❜❧❡❴❤✉♠❛♥✳❤'♠❧✮
✭❆✮ ✿ ❱✉❡ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ ❡♥ '$♦✐( ❞✐♠❡♥(✐♦♥(✳ ▲❡( ③♦♥❡( ❡♥❢♦✉✐❡( (♦♥' $❡♣$#(❡♥'#❡( ❞❡ ♠❛♥✐0$❡ ♣❧✉( ❢♦♥❝#❡✳
✭❇✮ ✿ ✷ ❝♦✉♣❡( ❝♦$♦♥❛❧❡( ❞❡ ✻ ♠♠ ❞✬#♣❛✐((❡✉$ ❝♦$$❡(♣♦♥❞❛♥' ❛✉ ♣❧❛♥ ❡♥ ❜❧❡✉ ❢♦♥❝# (✉$ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✭❆✮✳
✭❈✮ ✿ ♠♦❞0❧❡ ❝♦$'✐❝❛❧ ❛♣$0( ✉♥ ❧✐((❛❣❡ ❡①'❡♥(✐❢✳
✭❉✮ ✿ (✉$❢❛❝❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✭❈✮ ❞#❢♦$♠#❡ (✉$ ✉♥ ♠♦❞0❧❡ ❡❧❧✐♣(♦M❞❛❧✳
✭❊✮ ✿ ❘❡♣$#(❡♥'❛'✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❞❡ ❧❛ (✉$❢❛❝❡✱ ❛♣$0( ❞❡( ❝♦✉♣✉$❡( ❢❛✐'❡( ❞❡ ♠❛♥✐0$❡ Q ♠✐♥✐♠✐(❡$ ❧❡( ❞✐('♦$✲
(✐♦♥(✳
▲❛ ❣$✐❧❧❡✱ ❞❡ ♣❛( ✶ ❝♠✱ ❝♦$$❡(♣♦♥❞ Q ✉♥ (②('0♠❡ ❞❡ ❝♦♦$❞♦♥♥#❡( ❝❛$'#(✐❡♥♥❡( ❡♥ ❞❡✉① ❞✐♠❡♥(✐♦♥(
✭❞✬❛♣$0(❱❛♥❊((❡♥ ❡' ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❜❪✮✳
✕ ▲❛ (❡♣('$❡♥&❛&✐♦♥ ♥❛&✐✈❡ &(✐❞✐♠❡♥$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✉ ♠♦❞0❧❡ ❝♦(&✐❝❛❧ ❛ ❧✬❛✈❛♥&❛❣❡ ❞❡ ♣('✲
$❡♥&❡( ✉♥❡ ✈✉❡ ❢❛♠✐❧✐0(❡ ✭✜❣✉(❡ ✶✳✻✼✳❆✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥&✱ ❡❧❧❡ ❝♦♠♣♦(&❡ ❞❡ ♥♦♠❜(❡✉①
✐♥❝♦♥✈'♥✐❡♥&$ ✿ ❧❡$ ('❣✐♦♥$ ❡♥❢♦✉✐❡$ ♥❡ $♦♥& ♣❛$ ✈✐$✐❜❧❡$✱ ❧❡$ ❞✐$&❛♥❝❡$ ❝♦(&✐❝❛❧❡$
$♦♥& ❛✛❡❝&'❡$ ♣❛( ❧✬❡✛❡& ❞❡ ♣❡($♣❡❝&✐✈❡✱ ❡& ❧❡ (❡♣0(❡ ❞❡ ❝♦♦(❞♦♥♥'❡$ $&'('♦&❛①✐4✉❡$
❛$$♦❝✐' N ❝❡ ♠♦❞0❧❡ ♥❡ (❡$♣❡❝&❡ ♣❛$ ❧❛ &♦♣♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ $✉(❢❛❝❡ ❝♦(&✐❝❛❧❡ ✿ ❞❡$ ♣♦✐♥&$
4✉✐ ♣❛(❛✐$$❡♥& ✈♦✐$✐♥$ ❡♥ ✸ ❞✐♠❡♥$✐♦♥$ ♥❡ ❧❡ $♦♥& ♣❡✉&✲)&(❡ ♣❛$ ❞❛♥$ ❧❡ (❡♣0(❡ ❞❡
❧❛ $✉(❢❛❝❡ ❝♦(&✐❝❛❧❡✳
✕ ❉'❝♦✉♣❡( ❧❡ ♠♦❞0❧❡ ❝♦(&✐❝❛❧ ❡♥ $❡❝&✐♦♥$ ♣❡(♠❡& ❞❡ ('✈'❧❡( ❧❡$ ③♦♥❡$ ❡♥❢♦✉✐❡$ $❛♥$
✾✻
❝❤❛♥❣❡& ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞❡, ❝♦♥✈♦❧✉/✐♦♥, ✭✜❣✉&❡ ✶✳✻✼✳❇✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ✐❧ ❡,/ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ,❡
&❡♣&=,❡♥/❡& ❧❛ ❝♦♥/✐♥✉✐/= ,♣❛/✐❛❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦&♠❛/✐♦♥ ❞❛♥, ❧❛ ❞✐&❡❝/✐♦♥ ♣❡&♣❡♥❞✐❝✉✲
❧❛✐&❡ ❛✉① ❝♦✉♣❡,✳
✕ ▲❡, &❡♣&=,❡♥/❛/✐♦♥, ❣♦♥✢=❡, ✭✜❣✉&❡ ✶✳✻✼✳❈✮ ,♦♥/ ♦❜/❡♥✉❡, ❡♥ ❧✐,,❛♥/ ❢♦&/❡♠❡♥/ ❧❡
♠♦❞E❧❡ ♥❛/✐❢ ❡/ ❡♥ ❧❡ ✏❣♦♥✢❛♥/✑ ❥✉,I✉✬J ❝❡ I✉❡ /♦✉/❡, ❧❡, ✐♥❢♦&♠❛/✐♦♥, ❛♣♣❛&❛✐,,❡♥/
❡♥ ,✉&❢❛❝❡✳ ❉❛♥, ❧❛ &❡♣&=,❡♥/❛/✐♦♥ ❡❧❧✐♣,♦L❞❛❧❡ ✭✜❣✉&❡ ✶✳✻✼✳❉✮✱ ❝❡ ♣&♦❝❡,,✉, ❡,/
♣♦✉,,= ❥✉,I✉✬J ❧✬♦❜/❡♥/✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❡❧❧✐♣,❡✱ ❝❡ I✉✐ ❢❛❝✐❧✐/❡ ❧❛ ♣❛&❛♠=/&✐,❛/✐♦♥✳ ❈❡,
✈✐,✉❛❧✐,❛/✐♦♥, ♣&=,❡&✈❡♥/ ❧❛ ❝♦♥/✐♥✉✐/= ❡/ ❧❡, &❡❧❛/✐♦♥, /♦♣♦❧♦❣✐I✉❡, ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡
❧❛ ,✉&❢❛❝❡✱ /♦✉/ ❡♥ &=✈=❧❛♥/ J ❧❛ ✈✉❡ ❧❡, ③♦♥❡, ❡♥❢♦✉✐❡, ✭&❡♣&=,❡♥/=❡, ❡♥ ❢♦♥❝=
❞❛♥, ❧❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✻✼✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ❧❡ ❣♦♥✢❡♠❡♥/ ❞✉ ♠♦❞E❧❡ ❝♦&/✐❝❛❧ ✐♥/&♦❞✉✐/ ✉♥❡
❞=❢♦&♠❛/✐♦♥ ❞❡, ❞✐,/❛♥❝❡, ❝♦&/✐❝❛❧❡, &=❡❧❧❡,✳
✕ ❯♥❡ ❛✉/&❡ ,/&❛/=❣✐❡ ❝♦♥,✐,/❡ J ♦❜/❡♥✐& ✉♥❡ &❡♣&=,❡♥/❛/✐♦♥ ✏♣❧❛♥❡✑ ❞✉ ♠♦❞E❧❡ ,✉&✲
❢❛❝✐I✉❡ ✭✜❣✉&❡✶✳✻✼ ❊✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❢♦&♠❡ ❞✉ ❝♦&/❡① ❡,/ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥/ ❝♦♥✈❡①❡✱ ,❛
♠✐,❡ J ♣❧❛/ &❡I✉✐❡&/ ❞✬=♥♦&♠❡, =/✐&❡♠❡♥/, ❡/ ❝♦♠♣&❡,,✐♦♥, ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✳ P♦✉& ❧❡,
♠✐♥✐♠✐,❡&✱ ❞❡, ✏✐♥❝✐,✐♦♥,✑ ,♦♥/ &=❛❧✐,=❡, J ❝❡&/❛✐♥, ❡♥❞&♦✐/, ❞✉ ♠♦❞E❧❡✱ ❛✈❛♥/ ❞❡ ❧❡
✏❞=♣❧✐❡&✑✳ ▲❡, ❞✐,/♦&,✐♦♥, ❞❡, ❞✐,/❛♥❝❡, ❝♦&/✐❝❛❧❡, ,♦♥/ ❛✐♥,✐ ❣&❛♥❞❡♠❡♥/ &=❞✉✐/❡,✳
❈❡♣❡♥❞❛♥/✱ ❧❛ &❡♣&=,❡♥/❛/✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❞❡, ❞♦♥♥=❡, ✐♠♣❧✐I✉❡ ♥=❝❡,,❛✐&❡♠❡♥/ ❞❡ ❞✐,✲
/♦&❞&❡ ❧❡, ❞✐,/❛♥❝❡, ❝♦&/✐❝❛❧❡,✳ ▲❛ ✜❣✉&❡ ✶✳✻✽ ♣&=,❡♥/❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦&&❡,♣♦♥❞❛♥/
❛✉ ❞=♣❧✐❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛&/✐❡ ♣♦,/=&✐❡✉&❡ ❞✬✉♥ ❤=♠✐,♣❤E&❡✳ ▲❡ &❛♣♣♦&/ ❞❡ ❞✐,/♦&,✐♦♥
♠♦②❡♥ ❡,/ ❞❡ ✶✳✵✾✱ ❝❡ I✉✐ ❝♦&&❡,♣♦♥❞ J ✉♥❡ ,✉&❢❛❝❡ J ♣❧❛/ ✾✪ ♣❧✉, ✐♠♣♦&/❛♥/❡
I✉❡ ❧❛ ,✉&❢❛❝❡ ❝♦&&❡,♣♦♥❞❛♥/❡ ❡♥ ✸ ❉✳ ❉❡ ♣❛& ❧❛ ❝♦♥✈❡①✐/= ❞❡, ❤=♠✐,♣❤E&❡,✱ ❧❡,
=❧=♠❡♥/, ❞❡ ,✉&❢❛❝❡ ,❡&♦♥/ ❡♥ ♠♦②❡♥♥❡ ♣❧✉, ❝♦♠♣&❡,,=, ❛✉ ❝❡♥/&❡ ❡/ ❞✐❧❛/=, ,✉&
❧❡, ❜♦&❞,✳ ▲✬❛✈❛♥/❛❣❡ ♣&✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡//❡ ✈✐,✉❛❧✐,❛/✐♦♥ ❡,/ I✉✬❡❧❧❡ ♣❡&♠❡/ ❞✬❛♣♣&=✲
❤❡♥❞❡& ,✐♠✉❧/❛♥=♠❡♥/ ❧❛ ❞✐,♣♦,✐/✐♦♥ ❝♦&/✐❝❛❧❡ ❞❡ /♦✉/❡, ❧❡, ❞♦♥♥=❡,✳ ❊❧❧❡ ♣❡&♠❡/
❛✉,,✐ ❞❡ ❞=✜♥✐& ✉♥❡ ♣❛&❛♠=/&✐,❛/✐♦♥ ,✉&❢❛❝✐I✉❡ ❞❡, ❞♦♥♥=❡,✱ ❣&W❝❡ J ✉♥ ,②,/E♠❡
❞❡ ❝♦♦&❞♦♥♥=❡, ❝❛&/=,✐❡♥♥❡, ♣❧✉, ❢❛❝✐❧❡ J ♠❛♥✐♣✉❧❡& I✉❡ ❧❡, ❝♦♦&❞♦♥♥=❡, ❡❧❧✐♣,♦L✲
❞❛❧❡,✳ ❯♥ ✐♥❝♦♥✈=♥✐❡♥/ ❝❡♣❡♥❞❛♥/ ❡,/ I✉❡ ❧❛ /♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦&/✐❝❛❧❡ ♥✬❡,/ ♣❛, &❡,♣❡❝/=❡
❞❡ ♣❛&/ ❡/ ❞✬❛✉/&❡ ❞✬✉♥❡ ✐♥❝✐,✐♦♥✳
▲❛ /❛❜❧❡ ✶✳✷ &=,✉♠❡ ❧❡, ♣&✐♥❝✐♣❛✉① ❛✈❛♥/❛❣❡, ❡/ ✐♥❝♦♥✈=♥✐❡♥/, ❞❡, ❞✐✛=&❡♥/❡, ♠=✲
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❧❛ ♣,*✐♦❞❡ ❞✬✉♥ +.✐♠✉❧✉+ ❡+. ❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ✸✵ ✲ ✹✵ +✳ ▲❡+ +.✐♠✉❧✐ +♦♥. ❝♦♥+.✐.✉,+ ❞❡
❞❛♠✐❡*+ ♥♦✐* ❡. ❜❧❛♥❝ ❞♦♥. ❧❡+ ❝♦✉❧❡✉*+ +✬✐♥✈❡*+❡♥. $ ✉♥❡ ❢*,3✉❡♥❝❡ $ ✹ ♦✉ ✽ ❍③✳ ■❧+
❢❛✈♦*✐+❡♥. ❛✐♥+✐ ❧❡+ *,♣♦♥+❡+ ❞❛♥+ ❧❡+ ❛✐*❡+ ✈✐+✉❡❧❧❡+ ♣*✐♠❛✐*❡+✱ 3✉✐ +♦♥. +❡♥+✐❜❧❡+ ❛✉①
❢♦*.+ ❝♦♥.*❛+.❡+✳
 !"✲$!❛✐$❡♠❡♥$*
▲❡+ +,*✐❡+ ❞✬✐♠❛❣❡+ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡❧❧❡+ +♦♥. ❝♦**✐❣,❡+ ❞✉ ♠♦✉✈❡♠❡♥. ♣❛* ✉♥ ❛❧❣♦*✐.❤♠❡
❞❡ .*❛♥+❢♦*♠❛.✐♦♥ ❛✣♥❡ *✐❣✐❞❡✳ ❈♦♥.*❛✐*❡♠❡♥. ❛✉① ,.✉❞❡+ ❝❧❛++✐3✉❡+✱ ❧❡+ ❞♦♥♥,❡+ ♥❡
+♦♥. ♣❛+ ♥♦*♠❛❧✐+,❡+ ♥✐ ❧✐++,❡+✳ ❉❛♥+ ❧❡ ❝❛+ ❞✬✉♥❡ ❛❝3✉✐+✐.✐♦♥ ❡♥ ❊N■✱ ❧❡+ ✐♠❛❣❡+ +♦♥.
❝♦**✐❣,❡+ ❞❡+ ❞✐+.♦*+✐♦♥+ ❣,♦♠,.*✐3✉❡+ ❞❛♥+ ❝❡*.❛✐♥❡+ ,.✉❞❡+✱ ♠❛✐+ ❝❡ ♥✬❡+. ♣❛+ .♦✉❥♦✉*+
❧❡ ❝❛+✳
✷✳✶✳✷✳✸ ❚!❛✐$❡♠❡♥$ ❞❡* ❞♦♥♥"❡* ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡*
▲❡ ❜✉. ❞❡ ❝❡..❡ ,.❛♣❡ ❝♦♥+✐+.❡ $ ❞,.❡❝.❡* ❧❡+ ✈♦①❡❧+ ❛❝.✐✈,+ ♣,*✐♦❞✐3✉❡♠❡♥. ♣❛* ❧❡
+.✐♠✉❧✉+✱ ❡. $ ❡①.*❛✐*❡ ❧❛ ♣❤❛+❡ ❞❡ ❧❡✉* ❛❝.✐✈❛.✐♦♥✳ ❖♥ ❝♦♥+✐❞P*❡ 3✉✬❡♥ ❧✬❛❜+❡♥❝❡ ❞❡ ❜*✉✐.✱
❧❛ *,♣♦♥+❡ ❇❖▲❉ ❡♥ ✉♥ ✈♦①❡❧ ❞❡+ ❛✐*❡+ ✈✐+✉❡❧❧❡+ ❞❡✈*❛✐. ❝♦**❡+♣♦♥❞*❡ $ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝.✐♦♥ ❞❡ *,♣♦♥+❡ ❤,♠♦❞②♥❛♠✐3✉❡ ✭❍❘❋✮ ❛✈❡❝ ❧❡ ♣❛*❛❞✐❣♠❡ ❞✬❛❝.✐✈❛.✐♦♥ ❞❡
+♦♥ ❝❤❛♠♣ *,❝❡♣.❡✉*✳ ❙✐ ❧❡+ ❝❤❛♠♣+ *,❝❡♣.❡✉*+ ,.❛✐❡♥. ♣♦♥❝.✉❡❧+✱ ❡. +✐ ❧❡+ +.✐♠✉❧✉+
,.❛✐❡♥. ❞❡ ❢❛✐❜❧❡ ,♣❛✐++❡✉*✱ ❧❡✉* ♣❛++❛❣❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡+ ❝❤❛♠♣+ *,❝❡♣.❡✉*+ ❝*,❡*❛✐❡♥. ❞❡+
*,♣♦♥+❡+ ♥❡✉*♦♥❛❧❡+ ❞✉ .②♣❡ ❉✐*❛❝✳ N❛* ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❍❘❋ ❝❛♥♦♥✐3✉❡✱ ❧❛ *,♣♦♥+❡
❇❖▲❉ ❛✉*❛✐. ❧✬❛❧❧✉*❡ ❞❡ ♣❧✉+✐❡✉*+ ❍❘❋ ❡+♣❛❝,❡+ ❞❡ ❧❛ ♣,*✐♦❞❡ ❞❡+ +.✐♠✉❧✐✳ ❊♥ *,❛❧✐.,✱
❧❡+ ❝❤❛♠♣+ *,❝❡♣.❡✉*+ ♦♥. ✉♥❡ ,.❡♥❞✉❡ ♥♦♥ ♣♦♥❝.✉❡❧❧❡✱ ❡. ❞❡ ♣❛* ❧❛ ❧❛*❣❡✉* ❞❡+ +.✐♠✉❧✐✱
✐❧+ ♥❡ +♦♥. ♣❛+ ❛❝.✐✈,+ ❞❡ ♠❛♥✐P*❡ ♣♦♥❝.✉❡❧❧❡ ♠❛✐+ ♣❡♥❞❛♥. ❞❡ ❝♦✉*.❡+ ♣,*✐♦❞❡+ ✭✜❣✉*❡
✷✳✺✮✳ ▲❡ +✐❣♥❛❧ ♦❜+❡*✈, ❝♦**❡+♣♦♥❞ ❞♦♥❝ $ ❧❛ ❝♦♥✈♦❧✉.✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❡♥Z.*❡ ❞❡ ❍❛♥♥✐♥❣ ❛✈❡❝
❧❛ ❍❘❋✳ ❉❡ ♣❧✉+✱ ❞❡+ ❜*✉✐.+ ♣*♦✈❡♥❛♥. ❞❡ +♦✉*❝❡+ ♠✉❧.✐♣❧❡+ ✈✐❡♥♥❡♥. +✬❛❥♦✉.❡* ❛✉ +✐❣♥❛❧
♠❡+✉*,✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✺ ✕ ❘❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ %❝❤$♠❛'✐.✉❡ ❞✉ ♣❛#❛❞✐❣♠❡ ❞❡ %'✐♠✉❧❛'✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ #$❝❡♣'❡✉# ♣❛#
❧❡% %'✐♠✉❧✐ ❞❡ ❝❛#'♦❣#❛♣❤✐❡ #$'✐♥♦'♦♣✐.✉❡ ✭❡♥ ♥♦✐#✮✳ ▲❡ ❞$❝♦✉#% '❡♠♣♦#❡❧ ❡♥ #♦✉❣❡ ❡%' ❡①'#❛✐' ❞✉ ✈♦①❡❧
❝♦♥'❡♥❛♥' ❞❡% ♥❡✉#♦♥❡% ❛②❛♥' ✉♥ '❡❧ ❝❤❛♠♣ #$❝❡♣'❡✉#✳
❙♦✐. ❜✭.✮ ❧❡ +✐❣♥❛❧ ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡❧ ❞✐+❝*,.✐+, +✉* ◆ ♣♦✐♥.+✱ ❡. h(t, f0, ϕ) ✉♥❡ +✐♥✉+♦]❞❡ ❞❡
❢*,3✉❡♥❝❡ f0 ,❣❛❧❡ $ ❝❡❧❧❡ ❞❡+ +.✐♠✉❧✐ ❡. ❞❡ ♣❤❛+❡ ϕ ✿




❛✈❡❝ . ❛❧❧❛♥. ❞❡ ✶ $ ◆✳
✶✵✺
▲❛ ❞#$❡❝$✐♦♥ ❞❡* ✈♦①❡❧* ❛❝$✐✈#* ✐♠♣❧✐0✉❡ ❞✬❡*$✐♠❡3 ❧❛ 3❡**❡♠❜❧❛♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉3 ❞#❝♦✉3*
$❡♠♣♦3❡❧ ❜✭$✮ ❛✈❡❝ ✉♥❡ $❡❧❧❡ *✐♥✉*♦7❞❡✳ ❉❡✉① ♠#$❤♦❞❡* ❞✐*$✐♥❝$❡* ♣❡✉✈❡♥$ ;$3❡ ❡♠✲
♣❧♦②#❡* > ❝❡$ ❡✛❡$✳
▲✬❛♥❛❧②&❡ ♣❛) ✐♥+❡)❝♦)).❧❛+✐♦♥ ❬❇❛♥❞❡$$✐♥✐ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❪ ❝♦♥*✐*$❡ > ♠❛①✐♠✐*❡3 ❧❛
❝♦33#❧❛$✐♦♥ ❝ ❞❛♥* ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ $❡♠♣♦3❡❧ ❡♥$3❡ ❜✭$✮ ❡$ h(t, f0, ϕ)✳ ❆✜♥ ❞❡ *✐♠♣❧✐✜❡3 ❧❡*
❢♦3♠✉❧❡*✱ ♦♥ ❝♦♥*✐❞J3❡ 0✉❡ ❧❡* ❞#❝♦✉3* $❡♠♣♦3❡❧* ♦♥$ #$# ❝❡♥$3#* ❛✉$♦✉3 ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉3
♥✉❧❧❡✳ ▲❛ ❝♦33#❧❛$✐♦♥ ❞❡ ❜✭$✮ ❡$ h(t, f0, ϕ) *✬#❝3✐$ ✿
c(h(t, f0, ϕ), b(t)) =
h(t, f0, ϕ)
tb(t)
‖h(t, f0, ϕ)‖ ‖b(t)‖ ✭✷✳✶✮
❯♥ *❡✉✐❧ ❛♣♣❧✐0✉# > ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥$ ❞❡ ❝♦33#❧❛$✐♦♥ ♣❡3♠❡$ ❞❡ ❞#❝✐❞❡3 *✐ ❧❡ ✈♦①❡❧ ❡*$
❝♦♥*✐❞#3# ❝♦♠♠❡ ❛❝$✐✈# ♦✉ ♥♦♥✳ ❙✐ ❝✬❡*$ ❧❡ ❝❛*✱ ❧❛ ♣❤❛*❡ φ ❞❡ ❧❛ 3#♣♦♥*❡ ❡*$ ❛♣♣3♦①✐♠#❡





▲✬❛♥❛❧②&❡ ♣❛) +)❛♥&❢♦)♠❛+✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉)✐❡) ❬❙❡3❡♥♦ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✺❪ ❝♦♥*✐*$❡ > ❡✛❡❝✲
$✉❡3 ❧❛ $3❛♥*❢♦3♠#❡ ❞❡ ❋♦✉3✐❡3 ✭❚❋✮ ❞✐*❝3J$❡ B(f) ❞✉ ❞#❝♦✉3* $❡♠♣♦3❡❧ ❜✭$✮✳ ▲❡ *✐❣♥❛❧







+ φf ) =
N−1∑
f=0
bfh(t, f, φf )
❈♦♠♠❡ ❧❡% %✐♥✉%♦)❞❡% ❢♦,♠❡♥- ✉♥❡ ❜❛%❡ ♦,-❤♦♥♦,♠1❡✱ ❧❡ ♣,♦❞✉✐- %❝❛❧❛✐,❡ ❡♥-,❡ ❧❡%
❤❛,♠♦♥✐5✉❡% ❞❡ ❢,15✉❡♥❝❡% ❞✐✛1,❡♥-❡% ❡%- ♥✉❧✳ ▲✬15✉❛-✐♦♥ ✷✳✶ ♣❡✉- ❞♦♥❝ %❡ %✐♠♣❧✐✜❡, ❡♥ ✿
c(h(t, f0, ϕ), b(t)) =
h(t, f0, ϕ)




f=0 (bfh(t, f, φf ))(bfh(t, f, φf ))
=
h(t, f0, ϕ)








❉✬❛♣,A% ❧✬15✉❛-✐♦♥ ✷✳✷✱ ♦♥ ,❡-,♦✉✈❡ 5✉❡ ❧❛ ❝♦,,1❧❛-✐♦♥ ❡%- ♠❛①✐♠✐%1❡ ❧♦,%5✉❡ ❧❡ ♣,♦✲
❞✉✐- %❝❛❧❛✐,❡ ❞❡ %♦♥ ♥✉♠1,❛-❡✉, ❡%- ♠❛①✐♠✐%1✱ ❝✬❡%- E ❞✐,❡ ❧♦,%5✉❡ φf = ϕ✳
❊♥ ♣,❛-✐5✉❡✱ ♦♥ -,❛✈❛✐❧❧❡ %✉, ❧❡% ❞♦♥♥1❡% ❞❛♥% ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢,15✉❡♥-✐❡❧✱ ❛♣,A% ❚❋✳ ▲❛
♣❤❛%❡ ❞❡ ❧❛ ,1♣♦♥%❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡%- ❡%-✐♠1❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❤❛%❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋ E ❧❛ ❢,15✉❡♥❝❡ f0✳
φˆ = arg(B(f0)) ✭✷✳✸✮
✶✵✻
▲♦"#$✉❡ φf = ϕ✱ ❧✬*$✉❛,✐♦♥ ✷✳✷ #❡ #✐♠♣❧✐✜❡ ❡♥ ✿






▲❛ ❢♦"♠✉❧❡ ✷✳✹ ♠♦♥,"❡ $✉❡ ❧✬*$✉✐✈❛❧❡♥, ❞✉ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ❞❡ ❝♦""*❧❛,✐♦♥ ♠❛①✐♠✐#* ❞❛♥#
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢"*$✉❡♥,✐❡❧ ❝♦""❡#♣♦♥❞ > ❧✬❛♠♣❧✐,✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋ > ❧❛ ❢"*$✉❡♥❝❡ ❞✉ #,✐♠✉❧✉#
bf0 = ‖B(f0)‖✱ ❞✐✈✐#*❡ ♣❛" ❧❛ "❛❝✐♥❡ ❝❛""*❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐##❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ #*"✐❡ ,❡♠♣♦"❡❧❧❡✳
❙❡❧♦♥ ❧❡# *$✉✐♣❡#✱ ❧❡# ✈❛❧❡✉"# ❞❡ ♣❤❛#❡ ❞❡# #✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧# ❡, ❧❡✉" ❝♦""*❧❛,✐♦♥
❛✈❡❝ ✉♥ #✐❣♥❛❧ #✐♥✉#♦D❞❛❧ #♦♥, ❝❛❧❝✉❧*❡# #♦✐, ❞❛♥# ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ,❡♠♣♦"❡❧✱ #♦✐, ❞❛♥# ❧❡
❞♦♠❛✐♥❡ ❢"*$✉❡♥,✐❡❧✳ ▲✬❡#,✐♠❛,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦""*❧❛,✐♦♥ ❡#, #②#,*♠❛,✐$✉❡♠❡♥, ✉,✐❧✐#*❡ ♣♦✉"
❞*,❡"♠✐♥❡" #✐ ✉♥❡ ❛❝,✐✈❛,✐♦♥ ❡#, ❝♦♥#✐❞*"*❡ ❝♦♠♠❡ #✐❣♥✐✜❝❛,✐✈❡✳ ❊♥#✉✐,❡✱ ❝❡",❛✐♥# "*✉,✐✲
❧✐#❡♥, ❝❡ ❝♦❡✣❝✐❡♥, ♣♦✉" ♣♦♥❞*"❡" ❧❡# ❞♦♥♥*❡# ❞❡ ❝❛",❡# ❞❡ ♣❤❛#❡# ❧♦"# ❞❡ ❧✐##❛❣❡# #✉" ❧❛
#✉"❢❛❝❡✱ ♦✉ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧# ❞❡ ❝❛",❡# ❞❡ ❘❈❱✳ ❈✬❡#, ❧❡ ❝❛# ❞❡ ♥♦,"❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❇❆▲❈✱ ♠❛✐# ♦♥
♥❡ #❛✐, ♣❛# ,♦✉❥♦✉"# ❛✈❡❝ ♣"*❝✐#✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥, ❝❡# ❞♦♥♥*❡# #♦♥, ✐♥,*❣"*❡# ❞❛♥# ❧❡# ❝❛❧❝✉❧#
❡♥ ❝❡ $✉✐ ❝♦♥❝❡"♥❡ ❧❡# ❛✉,"❡# ❧♦❣✐❝✐❡❧#✳
❖♥ ♣❡✉, ♥♦,❡" $✉❡ ❝❡",❛✐♥❡# *$✉✐♣❡# ✉,✐❧✐#❡♥, ❞❡# ♠*,❤♦❞❡# ❞✐✛*"❡♥,❡# ♣♦✉" ❞*,❡❝,❡"
❧❡# ❞*❝♦✉"# ,❡♠♣♦"❡❧# ❝♦""*❧*# ❛✈❡❝ ❧❡# #,✐♠✉❧✐✳ P❛" ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ♠♦❞Q❧❡ ❧✐♥*❛✐"❡ ❣*♥*"❛❧
✏❝❧❛##✐$✉❡✑ ♣❡✉, T,"❡ ✉,✐❧✐#*✱ ❡♥ ✐♥❝❧✉❛♥, ❞❡# #✐♥✉#♦D❞❡# > ❧❛ ❢"*$✉❡♥❝❡ ❞✉ #,✐♠✉❧✉# ❝♦♠♠❡
"*❣"❡##❡✉"# ❞❛♥# ❧✬❛♥❛❧②#❡ ❬❲♦,❛✇❛✱ ✷✵✵✻❪✳
❈♦♠❜✐♥❛✐'♦♥ ❞❡' ♣❤❛'❡' ❞❡ ',✐♠✉❧✐ ♦♣♣♦'/'
▲♦"#$✉✬♦♥ ✉,✐❧✐#❡ ✉♥ #❡✉❧ #,✐♠✉❧✉# ♣♦✉" ❡♥❝♦❞❡" ✉♥❡ ❡①❝❡♥,"✐❝✐,* ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧✱ ❧❛
♣❤❛#❡ ♠❡#✉"*❡ ϕ+ ❝♦""❡#♣♦♥❞ > ❧❛ #♦♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ "*❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❛❝,✐✈❛,✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣
"*❝❡♣,❡✉" φ ❡, ❞✉ ❞*❧❛✐ ❤*♠♦❞②♥❛♠✐$✉❡ dh ❝♦""❡#♣♦♥❞❛♥, > ❝❡ ✈♦①❡❧✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ♥❡
❞✐#♣♦#❡ ♣❛# ❞✬✐♥❢♦"♠❛,✐♦♥ #✉" ❝❡ ❞*❧❛✐ ❡♥ ❝❤❛$✉❡ ✈♦①❡❧✱ ❝❡",❛✐♥❡# *,✉❞❡# #❡ ❜❛#❡♥, #✉"
❧❛ ❢♦"♠❡ ❝❛♥♦♥✐$✉❡ ❞❡ ❧❛ ❍❘❋✱ ❡, ❞♦♥❝ #✉" ✉♥ ❞*❧❛✐ ✏#,❛♥❞❛"❞✑✱ #♦✉✈❡♥, ❡#,✐♠* > ✺ ♦✉ ✻
#✳ ❆✜♥ ❞❡ ❝♦♠♣❡♥#❡" ❧❛ ✈❛"✐❛❜✐❧✐,* ✐♥,❡"✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞✉ ❞*❧❛✐ ❞❡ ❧❛ "*♣♦♥#❡ ❤*♠♦❞②♥❛✲
♠✐$✉❡✱ ❧❛ ♣❧✉♣❛", ❞❡# ♠*,❤♦❞❡# ❞❡ ❝❛",♦❣"❛♣❤✐❡ "*,✐♥♦,♦♣✐$✉❡ ❝♦♠❜✐♥❡♥, ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡#
"*♣♦♥#❡# ♦❜,❡♥✉❡# ♣♦✉" ❞❡# #,✐♠✉❧✐ ♣❛"❝♦✉"❛♥, ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧ ❡♥ #❡♥# ♦♣♣♦#*✳ ❙♦✐❡♥,
ϕ+ ❡, ϕ− ❧❡# ♣❤❛#❡# ♠❡#✉"*❡# ❡♥ ✉♥ ✈♦①❡❧ ❛❝,✐✈*✱ ❡♥ "*♣♦♥#❡ ❛✉ #,✐♠✉❧✐ ❞❡ #❡♥# ✏♣♦✲
#✐,✐❢✑ ❡, ✏♥*❣❛,✐❢✑ "❡#♣❡❝,✐✈❡♠❡♥,✱ ❡, #♦✐, φ ❧❛ ♣❤❛#❡ "*❡❧❧❡ ❝♦""❡#♣♦♥❞❛♥, ❛✉① ❝❤❛♠♣#
"*❝❡♣,❡✉"# ❞❡ ❝❡ ✈♦①❡❧✳
ϕ+ = φ+ dh
ϕ− = 2π − φ+ dh
❖♥ ♣❡✉, ❡①♣"✐♠❡" ❧❛ ♣❤❛#❡ "*❡❧❧❡ ❞✉ #✐❣♥❛❧ ❡♥ ❢❛✐#❛♥, ❧❛ ❞✐✛*"❡♥❝❡ ❞❡# ❞❡✉① ♣❤❛#❡#
♠❡#✉"*❡#✱ ❝❡ $✉✐ ♣❡"♠❡, ❞❡ #✬❛✛"❛♥❝❤✐" ❞✉ ❞*❧❛✐ ❤*♠♦❞②♥❛♠✐$✉❡ ✿
✶✵✼
φ =
2π − (ϕ− − ϕ+)
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✷✳✶✳✷✳✹ ❆%%✐❣♥❛*✐♦♥ , ❧❛ %✉/❢❛❝❡ ❡* ❞4❧✐♠✐*❛*✐♦♥ ❞❡% ❛✐/❡%
❙❡❧♦♥ ❧❡% &'✉✐♣❡%✱ ❡, %❡❧♦♥ ❧❡% ❧♦❣✐❝✐❡❧% ✉,✐❧✐%&%✱ ❧✬❛%%✐❣♥❛,✐♦♥ ❞❡% ❞♦♥♥&❡% ✈♦❧✉♠✐'✉❡%
❞❡ ♣❤❛%❡ %✬❡✛❡❝,✉❡ ❞❡ ♠❛♥✐67❡ ❞✐✛&7❡♥,❡ %✉7 ❧❛ %✉7❢❛❝❡ ❝♦7,✐❝❛❧❡✳ :❛7 ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧
❈❆❘❊❚ ❝♦♥✈♦❧✉❡ ❧❡% ❞♦♥♥&❡% ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡% ❞❡ ♣❤❛%❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧,7❡ ❡❧❧✐♣%♦B❞❛❧ ❝❡♥,7& %✉7
❧❡% ♥C✉❞% ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✉ ♠♦❞6❧❡ ❝♦7,✐❝❛❧ ❬❱❛♥❊%%❡♥ ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ❉❡ ♠❛♥✐67❡ ❣&♥&7❛❧❡
❧❡% ♠&,❤♦❞❡% ❞✬❛%%✐❣♥❛,✐♦♥ ❡, ❧❡✉7% ♣❛7❛♠6,7❡% ❡①❛❝,% %♦♥, ♣❡✉ ❞♦❝✉♠❡♥,&%✳
▲❛ ❞&❧✐♠✐,❛,✐♦♥ ❞❡% ❛✐7❡% ✈✐%✉❡❧❧❡% ♣7✐♠❛✐7❡% %❡ ❜❛%❡ ❣&♥&7❛❧❡♠❡♥, %✉7 ❧❡ ❝7✐,67❡ ❞✉
❘❈❱✳ ❈❡7,❛✐♥❡% ♠&,❤♦❞❡% ✉,✐❧✐%❡♥, ✉♥ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ ❧✐♠✐,❡% ❞✬❛✐7❡% ✈✐%✉❡❧❧❡% ❛,,❡♥❞✉❡%
❝♦♠♠❡ ❛ ♣"✐♦"✐ ♣♦✉7 ❧❛ ❞&,❡❝,✐♦♥✳
✷✳✶✳✷✳✺ ▲✐♠✐*❡% ❞❡ ❧❛ ♠4*❤♦❞❡
▲❛ ♣7&❝✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛ 7❡❝♦♥%,7✉❝,✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞6❧❡ ❝♦7,✐❝❛❧ ❞&♣❡♥❞ ❞❡ ❧❛ ♣7&❝✐%✐♦♥ ❞❡ ❧❛
%❡❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♥❛,♦♠✐'✉❡✳ ❊♥ ♣7❛,✐'✉❡✱ ❞❡ ♥♦♠❜7❡✉%❡% %♦✉7❝❡% ❞❡ ❜7✉✐, ✐♥✲
❞✉✐%❡♥, ❞❡% ❡77❡✉7% ❞✬&,✐'✉❡,❛❣❡ ❞❡% ✈♦①❡❧%✱ ❝❡ '✉✐ %❡ ,7❛❞✉✐, ❡♥ ❡77❡✉7% ,♦♣♦❧♦❣✐'✉❡%
%✉7 ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❞❡ %✉7❢❛❝❡ ✭✜❣✉7❡ ✷✳✻✳❆✮✳ ❆✐♥%✐ ✉♥❡ ✈&7✐✜❝❛,✐♦♥ ♣❛7 ❧✬✉,✐❧✐%❛,❡✉7 ❡%, ✐♥❞✐%✲
♣❡♥%❛❜❧❡✱ ❡, %✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞❡ ❝♦77❡❝,✐♦♥% ♠❛♥✉❡❧❧❡%✳ ▲❡ ,❡♠♣% ❞&❞✐& Q ❝❡% ❝♦77❡❝,✐♦♥%
❝♦♥%,✐,✉❡ ✉♥ ❢❛❝,❡✉7 ❧✐♠✐,❛♥, ❞❛♥% ❧✬❡✣❝❛❝✐,& ❞❡ ❧❛ ❝❤❛S♥❡ ❞❡ ,7❛✐,❡♠❡♥,✳
❖♥ ♦❜%❡7✈❡ %♦✉✈❡♥, ✉♥❡ ❛❜%❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥&❡% ❞❛♥% ❧❛ 7❡♣7&%❡♥,❛,✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉% ❢♦✈&❛❧❡
❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐%✉❡❧ ✭✜❣✉7❡ ✷✳✻✳❇✮✳ ❈❡,,❡ ③♦♥❡ ❡%, %♦✉✈❡♥, ♥♦♠♠&❡ ✏❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦✈&❛❧❡✑ Q
❝❛✉%❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡7,✐,✉❞❡ ❞❡ %❛ 7❡♣7&%❡♥,❛,✐♦♥ %✉7 ❧❡% ❝❛7,❡%✳ :❧✉%✐❡✉7% ❡①♣❧✐❝❛,✐♦♥% ❞❡ ❝❡
♣❤&♥♦♠6♥❡ %♦♥, ❡♥✈✐%❛❣❡❛❜❧❡% ✿
✕ ❧❡% ♠♦✉✈❡♠❡♥,% ♦❝✉❧❛✐7❡% ❛✉,♦✉7 ❞✉ ❝❡♥,7❡ ❞❡ ✜①❛,✐♦♥ ♣♦✉77❛✐❡♥, ❛✛❡❝,❡7 ❧❡ 7❛♣✲
♣♦7, %✐❣♥❛❧ %✉7 ❜7✉✐, ❞❡% ❞♦♥♥&❡% ❝♦77❡%♣♦♥❞❛♥, ❛✉① ❝❤❛♠♣% 7&❝❡♣,❡✉7% ❧❡% ♣❧✉%
♣❡,✐,%✱ ❝✬❡%,✲Q✲❞✐7❡ ❞❛♥% ❧❛ ③♦♥❡ ❢♦✈&❛❧❡✳
✕ ❧❛ 7❡♣7&%❡♥,❛,✐♦♥ ❢♦✈&❛❧❡ ❝♦77❡%♣♦♥❞ Q ❧✬❡①,7&♠✐,& ♣♦%,&7✐❡✉7❡ ❞✉ ❧♦❜❡ ♦❝❝✐♣✐,❛❧✳
▲✬❛❜%❡♥❝❡ ❞❡ ❞♦♥♥&❡% ❢♦✈&❛❧❡% ♣♦✉77❛✐, ❛❧♦7% ♣7♦✈❡♥✐7 ❞✬✉♥❡ ♠❛✉✈❛✐%❡ 7❡❝♦♥%✲
,7✉❝,✐♦♥ ❞✉ ❧♦❜❡ ♦❝❝✐♣✐,❛❧ ❞❛♥% ❝❡,,❡ 7&❣✐♦♥✱ ❞✉❡ Q ❧❛ ❞✐✣❝✉❧,& ❞❡ %❡❣♠❡♥,❡7
❝♦77❡❝,❡♠❡♥, ❝❡,,❡ ③♦♥❡✳
✕ ✉♥ ♠❛✉✈❛✐% ❛❧✐❣♥❡♠❡♥, ❞❡% ❞♦♥♥&❡% ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡% %✉7 ❧❡ ♠♦❞6❧❡ ❝♦7,✐❝❛❧✱ ❞❛♥% ❧❛
❞✐7❡❝,✐♦♥ ❛♥,&7♦✲♣♦%,&7✐❡✉7❡✱ ♣❛7,✐❝✐♣❡ ♣❡✉,✲\,7❡ ❛✉%%✐ Q ❝❡ ♣7♦❜❧6♠❡✳
✕ ▲❛ ♣7&%❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ❣7♦%%❡ ✈❡✐♥❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧✬❡①,7&♠✐,& ♣♦%,&7✐❡✉7❡ ❞✉ ❧♦❜❡ ♦❝✐✲
♣✐,❛❧ %❡7❛✐, Q ❧✬♦7✐❣✐♥❡ ❞❡ ❞✐%,♦7%✐♦♥% ❣&♦♠&,7✐'✉❡% ❡, ❞❡ ♣❡7,❡% ❞❡ %✐❣♥❛❧ %✐❣♥✐✜✲
❝❛,✐✈❡% Q ❝❡, ❡♥❞7♦✐, ❲✐♥❛✇❡7 ❡, ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪ ✭♣❤&♥♦♠6♥❡ ❞✑ ✬&❝❧✐♣%❡ ✈❡✐♥❡✉%❡✑✱ ✈♦✐7
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♣+/❛❧❛❜❧❡♠❡♥" ♦❜"❡♥✉❡6 ❝❤❡③ ❧❡ 6✐♥❣❡ ✭♦✇❧ ♠♦♥❦❡②✮ ❡" ❧❡ ♠❛❝❛(✉❡ ✭✜❣✉+❡ ✷✳✾✮✳ ❈❡6
+/6✉❧"❛"6 ♠♦♥"+❡♥" (✉❡ ❧❛ 6✉+❢❛❝❡ ❞/✈♦❧✉❡ ❛✉ "+❛✐"❡♠❡♥" ❞❡6 ✐♥❢♦+♠❛"✐♦♥6 ❢♦✈/❛❧❡6 ❞❛♥6
❱✶ ❡6" ♣❧✉6 ✐♠♣♦+"❛♥"❡ ❝❤❡③ ❧✬❍♦♠♠❡ (✉❡ ❝❤❡③ ❧❡6 ❛✉"+❡6 ♣+✐♠❛"❡6✳ ■❧ +❡♣♦+"❡ ✉♥❡
+❡❧❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦+♠❡ ✿
M = 20.5(E + 0.08)−1.26
❛✈❡❝ ▼ ❧❡ ❢❛❝"❡✉+ ❞✬❛❣+❛♥❞✐66❡♠❡♥" ❝♦+"✐❝❛❧ ✭❡♥ ♠♠✴➦✮✱ ❡" ❊ ❧✬❡①❝❡♥"+✐❝✐"/ ✭❡♥ ➦✮✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✾ ✕ ❈♦✉#❜❡& ❞❡ ❢❛❝+❡✉# ❞✬❛❣#❛♥❞✐&&❡♠❡♥+ ♦❜+❡♥✉❡& ♣❛# ❙❡#❡♥♦ &✉# ✶ &✉❥❡+ ❞❛♥& ❧❡& ❛✐#❡&
❱✶✱ ❱✷✱ ❱9✭❱✸✈✮ ❡+ ❱✹✳ 9♦✉# ❱✶✱ ❧❡& ❞♦♥♥@❡& ♦❜+❡♥✉❡& ❝❤❡③ ❧❡ &✐♥❣❡ ✭❖▼ ✿ ♦✇❧ ♠♦♥❦❡②✮ ❡+ ❧❡ ♠❛❝❛I✉❡
✭▼▼✮ ✭+#❛✐+ ♣♦✐♥+✐❧❧@&✮ &♦♥+ ❝♦♠♣❛#@❡& J ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬❍♦♠♠❡ ✭❞✬❛♣#L& ❙❡#❡♥♦ ❡+ ❛❧✳ ❬✶✾✾✺❪✮✳
❉❡6 ❢♦+♠✉❧❡6 ❞✐✛/+❡♥"❡6 ♣♦✉+ ❱✶ ♦♥" /"/ ♣+♦♣♦6/❡6 ♣❛+ ❞✬❛✉"+❡6 /"✉❞❡6 ❞❡ ❝❛+"♦✲
❣+❛♣❤✐❡ +/"✐♥♦"♦♣✐(✉❡ ♣❛+ ■❘▼❢ ✿ ❊♥❣❡❧ "+♦✉✈❡ M = 15.87.E−1 ❬❊♥❣❡❧ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❜❪✱
✶✶✷
M = 9.81.E0.83 ❬❉✉♥❝❛♥ ❛♥❞ ❇♦②♥*♦♥✱ ✷✵✵✸❪✱ 1
M
= 0.067E + 0.0117 ❬●1233❡1✱ ✶✾✾✺❪✱ ❡*
M = 13.48.E−1 ❬◗✐✉ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ●❧♦❜❛❧❡♠❡♥*✱ ❝❡3 ?*✉❞❡3 ❞♦♥♥❡♥* ❞❡3 1?3✉❧*❛*3 @✉✐
1❡3*❡♥* ❡♥ ❛❝❝♦1❞ ❧❡3 ✉♥3 ❛✈❡❝ ❧❡3 ❛✉*1❡3 ✭✈♦✐1 ✜❣✉1❡✷✳✶✵✮✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✵ ✕ ■♥✈❡$%❡ ❞✉ ❢❛❝+❡✉$ ❞✬❛❣$❛♥❞✐%%❡♠❡♥+ $❡♣$1%❡♥+1 ❡♥ ❢♦♥❝+✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥+$✐❝✐+1✱ ♣♦✉$
6✉❡❧6✉❡% 1+✉❞❡%✳ ▲❛ ❝♦✉$❜❡ $♦✉❣❡ ❝♦$$❡%♣♦♥❞ ❛✉① $1%✉❧+❛+% ❞❡ ❉✉♥❝❛♥ ❛♥❞ ❇♦②♥+♦♥ ❬✷✵✵✸❪✳
▲❡3 ❞✐✛?1❡♥*❡3 ❢♦1♠✉❧❡3 ♣1♦♣♦3?❡3 3♦♥* ♦❜*❡♥✉❡3 K ♣❛1*✐1 ❞❡ ♠♦②❡♥♥❡3 3✉1 ♣❧✉3✐❡✉13
3✉❥❡*3✱ ❡* 1❡♣♦1*❡♥* *♦✉*❡3 ✉♥❡ ✈❛1✐❛❜✐❧✐*? ✐♥*❡1✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ 3✐❣♥✐✜❝❛*✐✈❡ ❞❡3 ✈❛❧❡✉13✱ ❡♥
♣❛1*✐❝✉❧✐❡1 ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❢♦✈?❛✳
❊❥✐♠❛ ❡* ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪ ?*✉❞✐❡♥* ❧❡ ❢❛❝*❡✉1 ❞✬❛❣1❛♥❞✐33❡♠❡♥* ❞❛♥3 @✉❛*1❡ ❛✐1❡3 ✈✐3✉❡❧❧❡3
✭❱✶✱ ❱✷✱ ❱✸✱ ❡* ❱✹✮ ♣❛1 ■❘▼❢✳ ■❧3 3❡ ❜❛3❡♥* 3✉1 ✉♥❡ 1❡❧❛*✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥*✐❡❧❧❡ ♣♦✉1 1❡❧✐❡1
❧✬❡①❝❡♥*1✐❝✐*? ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐3✉❡❧ ❡* ❧❛ ❞✐3*❛♥❝❡ ❝♦1*✐❝❛❧❡ ❞❡ 3❛ 1❡♣1?3❡♥*❛*✐♦♥✳ ■❧3 1❡♣♦1*❡♥*
✉♥❡ ❛❧❧✉1❡ 3✐♠✐❧❛✐1❡ ❞✉ ❢❛❝*❡✉1 ❞✬❛❣1❛♥❞✐33❡♠❡♥* ♣♦✉1 ❧❡3 ❛✐1❡3 ❱✶✱ ❱✷ ❡* ❱✸✳ ❈❡❧❧❡ ❞❡
❧✬❛✐1❡ ❱✹ ❡3* ♣❧✉3 ❝♦♠♣1❡33?❡ ✭✈♦✐1 ✜❣✉1❡ ✷✳✶✶✮✳
❊♥ ✷✵✵✼✱ ❙❝❤✐1❛ ❡* 3❡3 ❝♦❧❧❛❜♦1❛*❡✉13 1❡❝❤❡1❝❤❡♥* 3✐ ❧❡ ❢❛❝*❡✉1 ❞✬❛❣1❛♥❞✐33❡♠❡♥* ❡3*
*♦✉❥♦✉13 ✐♥❞?♣❡♥❞❛♥* ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐1❡ ❛✉① ♣❡*✐*❡3 ❡①❝❡♥*1✐❝✐*?3 ❬❙❝❤✐1❛ ❡* ❛❧✳✱ ✷✵✵✼❪✳
▲❛ ❞?♣❡♥❞❛♥❝❡ ❞✉ ❢❛❝*❡✉1 ❞✬❛❣1❛♥❞✐33❡♠❡♥* K ❧✬❡①❝❡♥*1✐❝✐*? 3❡✉❧❡ ❡3* 3✐♠✐❧❛✐1❡ K ❝❡❧❧❡
❞❡3 ?*✉❞❡3 ♣1?❝?❞❡♥*❡3✳ ❊♥ 1❡✈❛♥❝❤❡✱ ❝❡**❡ ?*✉❞❡ ♠❡* ❡♥ ?✈✐❞❡♥❝❡ ✉♥❡ ❞?♣❡♥❞❛♥❝❡ K
❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐1❡✱ ♣❛1*✐❝✉❧✐Z1❡♠❡♥* ♣♦✉1 ❧❡3 ♣❡*✐*❡3 ❡①❝❡♥*1✐❝✐*?3✳
✶✶✸
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✶ ✕ ❈♦✉#❜❡& ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥-#✐❝✐-/ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐&✉❡❧ ❊ ❡♥ ❢♦♥❝-✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞✐&-❛♥❝❡ ❝♦#-✐❝❛❧❡ ❉
❞❡ &❛ #❡♣#/&❡♥-❛-✐♦♥ &✉# ❧❛ &✉#❢❛❝❡✳ ▲❡& ❞♦♥♥/❡& &♦♥- ♦❜-❡♥✉❡& ❞❛♥& ❧❡& ♣❛#-✐❡& ✈❡♥-#❛❧❡& ❡- ❞♦#&❛❧❡& ❞❡&
❛✐#❡& ❱✶✱ ❱✷ ❡- ❱✸✱ ❡- ❞❛♥& ❱✹✳ ▲❡& &②♠❜♦❧❡& #❡♣#/&❡♥-❡♥- ❧❡& ❞♦♥♥/❡& #❡❝✉❡✐❧❧✐❡& &✉# ✺ &✉❥❡-&✱ ❡- ❧❡&
❝♦✉#❜❡& ❝♦##❡&♣♦♥❞❡♥- ❛✉ ✏✜-✑ ❡①♣♦♥❡♥-✐❡❧ ♦❜-❡♥✉ ♣❛# ✉♥❡ #/❣#❡&&✐♦♥ ❞❡& ♠♦✐♥❞#❡& ❝❛##/&✳ ▲❡& ❞✐&-❛♥❝❡&
❝♦#-✐❝❛❧❡& ❣/♦❞/&✐G✉❡& &♦♥- ♠❡&✉#/❡& ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡& ❧✐❣♥❡& ❞✬✐&♦✲❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐#❡✱ ❡♥ ♣#❡♥❛♥- ❧✬❡①❝❡♥-#✐❝✐-/ ✶✵ ➦
❝♦♠♠❡ ♦#✐❣✐♥❡✳ ▲❡& ❞♦♥♥/❡& ■❘▼❢ ♦♥- /-/ ♥♦#♠❛❧✐&/❡& &✉# ✉♥ ❝❡#✈❡❛✉ &-❛♥❞❛#❞ ❡♥ ♣#/✲-#❛✐-❡♠❡♥-✳
▲❡& ✈❛❧❡✉#& ❡♥ ❞❡&&♦✉& ❞✉ ♥♦♠ ❞❡ ❧✬❛✐#❡ ✈✐&✉❡❧❧❡ ❝♦##❡&♣♦♥❞❡♥- ❛✉ ♣❛#❛♠M-#❡ ❆ ♠♦②❡♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦#♠✉❧❡
E = eA.(D+c) ✭❞✬❛♣#M& ❊❥✐♠❛ ❡- ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✮✳
✶✶✹
✷✳✷✳✶✳✷ ❱❛%✐❛❜✐❧✐)* ✐♥)❡%✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡1 ❛✐%❡1 ✈✐1✉❡❧❧❡1 ♣%✐♠❛✐%❡1
❉!" ✶✾✼✹✱ ✉♥❡ +,✉❞❡ .❡♣♦.,❡ 1✉❡ ❧❛ "✉.❢❛❝❡ ❞❡ ❧✬❛✐.❡ ❱✶ ♣❡✉, ✈❛.✐❡. ❞✬✉♥ ❢❛❝,❡✉. ✸
"❡❧♦♥ ❧❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉" ❬❙,❡♥"❛❛" ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✼✹❪✳ ❈❡,,❡ ✈❛.✐❛❜✐❧✐,+ ❝♦..❡"♣♦♥❞ A ❝❡❧❧❡ 1✉✐ ❡①✐",❡
"✉. ❧❛ .+,✐♥❡ ❡♥ ,❡.♠❡ ❞❡ ❞❡♥"✐,+ ❞❡" ♣❤♦,♦.+❝❡♣,❡✉." ❬❈✉.❝✐♦ ❡, ❛❧✳✱ ✶✾✽✼❪✳ ❊♥ ✷✵✵✵✱
❆♠✉♥," ❡,✳❛❧ ❛❝1✉✐!.❡♥, ❞❡" ✐♠❛❣❡" ❛♥❛,♦♠✐1✉❡" ♣♦♥❞+.+❡" ❡♥ T1 ❞❡ ✶✵ ❝❡.✈❡❛✉① ♣♦",✲
♠♦.,❡♠✱ ♣✉✐" ❞+❧✐♠✐,❡♥, ❧❡" ❛✐.❡" ❞❡ ❇.♦❞♠❛♥♥ ✶✼ ❡, ✶✽ ❡♥ "❡ ❜❛"❛♥, "✉. ❞❡" ❝.✐,!.❡"
❝②,♦❛.❝❤✐,❡❝,♦♥✐1✉❡"✳ ■❧" .❡❝♦♥",.✉✐"❡♥, ❧❡" ♠♦❞!❧❡" ❞❡ "✉.❢❛❝❡ ❝♦.,✐❝❛❧❡ A ♣❛.,✐. ❞❡"
✐♠❛❣❡" ❛♥❛,♦♠✐1✉❡"✱ ❡, ♦❜,✐❡♥♥❡♥, ❧❡" ❝❛.,❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡" ♠♦♥,.+❡" ❡♥ ✜❣✉.❡ ✷✳✶✷✱
❛♣.!" ♥♦.♠❛❧✐"❛,✐♦♥ ❞❛♥" ❧✬❡"♣❛❝❡ ",+.+♦,❛①✐1✉❡ ❞✉ ▼◆■ ❬❆♠✉♥," ❡, ❛❧✳✱ ✷✵✵✵❪✳
❋✐❣✉$❡ ✷✳✶✷ ✕ ▲♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ ❡' *'❡♥❞✉❡ ❞❡& ❛✐-❡& ❞❡ ❇-♦❞♠❛♥♥ ✶✼ ✭❡♥ -♦✉❣❡✮ ❡' ✶✽ ✭❡♥ ✈❡-'✮✱
❞*❧✐♠✐'*❡& &✉- ❞❡& ❝-✐'8-❡& ❝②'♦❛-❝❤✐'❡❝'♦♥✐;✉❡&✱ ❡' ♣-♦❥❡'*❡& &✉- ❧❛ -❡❝♦♥&'-✉❝'✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠♦❞8❧❡ ❞❡
&✉-❢❛❝❡ ❝♦-'✐❝❛❧❡ ❡♥ '-♦✐& ❞✐♠❡♥&✐♦♥& ✭❞✬❛♣-8& ❆♠✉♥'& ❡' ❛❧✳ ❬✷✵✵✵❪✮✳
❈❡" ❝❛.,❡" ♠❡,,❡♥, ❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❧❛ ✈❛.✐❛❜✐❧✐,+ ✐♥,❡.✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ✐♠♣♦.,❛♥,❡ ❞❡" ❛✐.❡"
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❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥/'✐5✉❡✳ ❉❛♥- ❧❛ -❡❝'✐♦♥ ✸✳✷✱ ♥♦✉- ❛✈♦♥- /✈❛❧✉/ ❧❛ ❝♦♥'(✐❜✉'✐♦♥ ❞❡
❞✐✛/(❡♥'❡- -♦✉(❝❡- ❞❡ ✈❛(✐❛♥❝❡ ❞❛♥- ♥♦- -✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧-✱ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡
❝❡('❛✐♥- ♣❛(❛♠I'(❡- ❡①♣/(✐♠❡♥'❛✉① ✿ ✐♥'❡♥-✐'/ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥/'✐5✉❡ ♦✉ ❧✬❛♥✲
'❡♥♥❡ (❛❞✐♦✲❢(/5✉❡♥❝❡ ✉'✐❧✐-/❡✳ ▲❛ -❡❝'✐♦♥ ✸✳✸ '(❛✐'❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝' ❞❡- ❞✐-'♦(-✐♦♥-
❣/♦♠/'(✐5✉❡- ❞❛♥- ❧❡- ✐♠❛❣❡- ❢♦♥'✐♦♥♥❡❧❧❡- ❛❝5✉✐-❡- ❛✈❡❝ ✉♥❡ -/5✉❡♥❝❡ ❊N■ -✉(
❧❛ ♣(/❝✐-✐♦♥ ❞❡ ♥♦'(❡ ❝❛('♦❣(❛♣❤✐❡✳ ❊♥ -❡ ❜❛-❛♥' -✉( ✉♥❡ ❛♥❛❧②-❡ 5✉❛♥'✐'❛'✐✈❡
✜♥❡✱ ♥♦✉- ♠♦♥'(♦♥- 5✉✬✉♥❡ /'❛♣❡ ❞❡ ❝♦((❡❝'✐♦♥ ❞❡- ❞✐-'♦(-✐♦♥- ❣/♦♠/'(✐5✉❡- ❡-'
✐♥❞✐-♣❡♥-❛❜❧❡ ♣♦✉( /✈✐'❡( ❞❡- ❡((❡✉(- ✐♠♣♦('❛♥'❡- -✉( ❧❛ ❧♦❝❛❧✐-❛'✐♦♥ ❝♦('✐❝❛❧❡
❞❡- ❛❝'✐✈❛'✐♦♥-✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉- ♣(/-❡♥'♦♥- ❡♥ -❡❝'✐♦♥ ✸✳✹ ❧❡- ❝❛('❡- (/'✐♥♦'♦♣✐5✉❡-
5✉❡ ♥♦✉- ♦❜'❡♥♦♥- Q ✸ ❚✱ ❡' /✈❛❧✉♦♥- ❧❛ (❡♣(♦❞✉❝'✐❜✐❧✐'/ ❞❡ ♥♦'(❡ ❝❤❛2♥❡ ❞❡
'(❛✐'❡♠❡♥'✳
✶✷✸
◆♦"#❡ ❧❛❜♦#❛"♦✐#❡ ❛ ❞*✈❡❧♦♣♣* -♦♥ ♣#♦♣#❡ ❧♦❣✐❝✐❡❧ ❞❡ ❝❛#"♦❣#❛♣❤✐❡ #*"✐♥♦"♦♣✐2✉❡
✭❇❆▲❈✱ ❇#❛✐♥ ❆ ▲❛ ❈❛#"❡✮ ♣♦✉# ♦❜"❡♥✐# ❞❡- ❝❛#"❡- ❞✬❛✐#❡- ✈✐-✉❡❧❧❡- ♣#✐♠❛✐#❡- = ♣❛#"✐#
❞❡ ❞♦♥♥*❡- ❛❝2✉✐-❡- = ✶✱✺ ❚✳ ▲❛ ♣#❡♠✐B#❡ ♣❛#"✐❡ ❞❡ ♠♦♥ "#❛✈❛✐❧ ❞❡ "❤B-❡ ❛ ❝♦♥-✐-"* =
❛❞❛♣"❡# ❧❛ ❝❤❛C♥❡ ❞❡ "#❛✐"❡♠❡♥" ❞❡ ❇❆▲❈ ❛✉① ♥♦✉✈❡❧❧❡- ❝♦♥❞✐"✐♦♥- ❡①♣*#✐♠❡♥"❛❧❡- ❞❡
♥♦"#❡ ♣❧❛"❡✲❢♦#♠❡ ❞✬✐♠❛❣❡#✐❡ = ✸ ❚✳
▲❛ -❡❝"✐♦♥ ✸✳✶ #*-✉♠❡ ❜#✐B✈❡♠❡♥" ❧❡- *"❛♣❡- ❞❡ ❇❆▲❈✱ ♣#*-❡♥"❡ -❡- -♣*❝✐✜❝✐"*-✱ ♣♦✉#
✜♥❛❧❡♠❡♥" ❛❜♦✉"✐# = ❧❛ ❞❡-❝#✐♣"✐♦♥ ❞❡- ❛♠*❧✐♦#❛"✐♦♥- 2✉❡ ♥♦✉- ❛✈♦♥- ❛♣♣♦#"*❡- = ❝❡
❧♦❣✐❝✐❡❧✳ ▲❛ -❡❝"✐♦♥ ✸✳✸ ❡-" ❞*❞✐*❡ = ❧✬❛♥❛❧②-❡ ❞❡- ❞✐-"♦#-✐♦♥- ❣*♦♠*"#✐2✉❡- ✐♥❞✉✐"❡- ❞❛♥-
♥♦- ✐♠❛❣❡- ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡❧❧❡- ♣❛# ❧❛ -*2✉❡♥❝❡ ❊K■✱ ❡" ❡" ♣❧✉- ♣#*❝✐-*♠❡♥" = ❧✬✐♠♣❛❝" ❞❡
❝❡- ❞✐-"♦#-✐♦♥- -✉# ❧❛ ❝❛#"♦❣#❛♣❤✐❡✳ ▲❛ -❡❝"✐♦♥ ✸✳✷✱ ❞*❝#✐" ✉♥❡ ♠*"❤♦❞❡ -✐♠♣❧❡ 2✉❡ ♥♦✉-
❛✈♦♥- ❞*✈❡❧♦♣♣*❡ ❛✜♥ ❞✬*✈❛❧✉❡# ❧❛ ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛*#❡♥"❡- -♦✉#❝❡- ❞❡ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❞❛♥-
❧❡ -✐❣♥❛❧ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡""❡ ♠*"❤♦❞❡ -❡#" = ❝♦♠♣❛#❡# ❝❡- ❝♦♥"#✐❜✉"✐♦♥- ❡♥ ❢♦♥❝"✐♦♥ ❞❡-
❝♦♥❞✐"✐♦♥- ❡①♣*#✐♠❡♥"❛❧❡-✳ ❊♥✜♥ ❧❛ -❡❝"✐♦♥ ✸✳✹ -✬❛""❛❝❤❡ = ❡-"✐♠❡# ❧✬❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❡♥
#❛♣♣♦#" -✐❣♥❛❧ -✉# ❜#✉✐" ❞❡- ❝❛#"❡- ❞❡ ♣❤❛-❡-✱ ❡" ❞♦♥❝ = *✈❛❧✉❡# ❧✬❛♠*❧✐♦#❛"✐♦♥ ❛♣♣♦#"*❡
= ♥♦"#❡ ❝❛#"♦❣#❛♣❤✐❡ ❣#P❝❡ = ❧✬❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥"❡♥-✐"* ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*"✐2✉❡✳
✸✳✶ ▼❛%&'✐❡❧+ ❡% ♠&%❤♦❞❡+ ✉%✐❧✐+&+ ❞❛♥+ ❝❡ %'❛✈❛✐❧
■❧ ② ❛ 2✉❡❧2✉❡- ❛♥♥*❡- ❡♥❝♦#❡✱ = ❧✬*♣♦2✉❡ ♦Q ❇❆▲❈ = *"* ❞*✈❡❧♦♣♣*✱ ♥♦"#❡ ❧❛❜♦#❛"♦✐#❡
✉"✐❧✐-❛✐" ✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*"✐2✉❡ -"❛"✐2✉❡ ❞❡ ✶✳✺ ❚✳ ▲❛ "❡♥❞❛♥❝❡ ❡♥ ✐♠❛❣❡#✐❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡❧❧❡
❡-" = ❧✬❛❝2✉✐-✐"✐♦♥ ❞✬✐♠❛❣❡- ❞❡ ❘▼ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ♣❧✉- ❡♥ ♣❧✉- ❢♦#"✳ ❊♥ ❡✛❡"✱
❧✬✐♠❛❣❡#✐❡ ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡-" ♣❛#"✐❝✉❧✐B#❡♠❡♥" ❞*♣❡♥❞❛♥"❡ ❞✉ #❛♣♣♦#" -✐❣♥❛❧ -✉# ❜#✉✐"
✭❘❙❇✮ ❞❡- ✐♠❛❣❡- ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡❧❧❡-✳ ❆ ✶✳✺ ❚✱ ❧❡- ✈❛#✐❛"✐♦♥- ♦❜-❡#✈*❡- ❞✉ -✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉ -♦♥"
"②♣✐2✉❡♠❡♥" ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞❡ 2✉❡❧2✉❡- ✪ ❝❡ 2✉✐ ❡-" ♣#♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬♦#❞#❡ ❞❡ ❣#❛♥❞❡✉# ❞✉ ❜#✉✐"
✐♥"#✐♥-B2✉❡✳ K❧✉-✐❡✉#- ♠♦❞B❧❡- ❜✐♦♣❤②-✐2✉❡- ♦♥" ❛✈❛♥❝* 2✉❡ ❧❡- ❝❤❛♥❣❡♠❡♥"- ❞❡ "❛✉①
❞❡ #❡❧❛①❛"✐♦♥ △R∗2 ❡" ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❡✛❡" ❇❖▲❉ -♦♥" ♣#♦♣♦#"✐♦♥♥❡❧- = ❇0 ♣♦✉# ❧❡- ❣#♦--❡-
✈❡✐♥❡-✱ ❡" ♣#♦♣♦#"✐♦♥♥❡❧- = B20 ♣♦✉# ❧❡- ✈❡✐♥❡- ❞❡ "❛✐❧❧❡ ♣❧✉- ♣❡"✐"❡- ❡" ❧❡- ❝❛♣✐❧❧❛✐#❡- ❬❋✐-❡❧
❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✶✱ ❖❣❛✇❛ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✸❜❪✳ ❉❛♥- "♦✉- ❧❡- ❝❛-✱ ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥"❡♥-✐"* ❞✉
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥*"✐2✉❡ ♣#♦❞✉✐" ✉♥❡ ❛♠*❧✐♦#❛"✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -❡♥-✐❜✐❧✐"* ❞❡ ❧❛ "❡❝❤♥✐2✉❡ ❞✬■❘▼❢
= ❧✬❡✛❡" ❇❖▲❉✳ ❉✬❛✉"#❡- ✐♥✈❡-"✐❣❛"✐♦♥- ♦♥" ❞*♠♦♥"#* ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥"❛"✐♦♥ -✉♣#❛❧✐♥*❛✐#❡
❡♥"#❡ ❧❡ ❈❙❇ ❡" ❧✬✐♥"❡♥-✐"* ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❬❚✉#♥❡# ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱ ❨❛♥❣ ❡" ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳ ❯♥❡ *"✉❞❡
❝♦♠♣❛#❛"✐✈❡ ❞❡- -✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝"✐♦♥♥❡❧- ❛❝2✉✐- ❡♥ ●❘❊ -♣✐#❛❧❡ = ✶✳✺ ❚ ❡" ✸ ❚ ❛ #*✈*❧*
2✉❡ ❧❛ ❞*"❡❝"✐♦♥ ❞❡ ✈♦①❡❧- ❛❝"✐✈*- ❞❛♥- ❧❡ ❝♦#"❡① ✈✐-✉❡❧ ❡♥ #*♣♦♥-❡ = ✉♥❡ -"✐♠✉❧❛"✐♦♥
✈✐-✉❡❧❧❡ ❛✉❣♠❡♥"❡ ❞❡ ✹✹✪ = ✸❚ ❬❑#a❣❡# ❡" ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳
K♦✉# ❝❡""❡ #❛✐-♦♥✱ ❧✬■❋❘ ❛✉2✉❡❧ ♥♦"#❡ ❧❛❜♦#❛"♦✐#❡ ❡-" #❛""❛❝❤* -✬❡-" ❞♦"* ❞✬✉♥ ✐♠❛❣❡✉#
= ✸ ❚✳ ❈❡""❡ *✈♦❧✉"✐♦♥ -✬❡-" ❛❝❝♦♠♣❛❣♥*❡ ❞❡ ❧✬❡♠♣❧♦✐ ❞❡ ❧❛ -*2✉❡♥❝❡ ❊K■ ❡♥ #❛✐-♦♥ ❞❡
-❛ "#B- ❜♦♥♥❡ -❡♥-✐❜✐❧✐"* ❛✉① ✈❛#✐❛"✐♦♥- ❞❡ -✉-❝❡♣"✐❜✐❧✐"* ♠❛❣♥*"✐2✉❡✱ ❡" ❞♦♥❝ ❛✉ -✐❣♥❛❧
❇❖▲❉✳
✸✳✶✳✶ ❉$%♦✉❧❡♠❡♥, ❞❡ ❧✬❡①♣$%✐❡♥❝❡
✸✳✶✳✶✳✶ ❊$✉✐♣❡♠❡♥+, ❡+ ,+✐♠✉❧✐
❚♦✉"❡- ❧❡- ❞♦♥♥*❡- ♦♥" *"* ❛❝2✉✐-❡- -✉# ❧✬✐♠❛❣❡✉# ❇#✉❦❡# ▼❡❞❙♣❡❝ ❙✸✵✵ ❞❡ ❧✬■❋❘✶
❞❡ ●#❡♥♦❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✐♠❛♥" -✉♣#❛❝♦♥❞✉❝"❡✉# ❞✬✉♥ ❝❤❛♠♣ B0 ❞❡ ✸ ❚❡-❧❛✳ ▲✬❡①❝✐"❛"✐♦♥
❘❋ ❡" ❧❛ #*❝❡♣"✐♦♥ ❡-" #*❛❧✐-*❡ ♣❛# ❧❛ ❜♦❜✐♥❡ ❘❋ ♣❛# ✉♥❡ ❛♥"❡♥♥❡ ✏❝❛❣❡ ❞✬♦✐-❡❛✉✑ ❡♥
2✉❛❞#❛"✉#❡ ✭✏❛♥+❡♥♥❡ ❝01♥❡✑✮✳ ❯♥ ♠✐#♦✐# ❡-" ✜①* ❛✉✲❞❡--✉- ❞❡ ❝❡""❡ ❛♥"❡♥♥❡ ❞❡ ♠❛✲
♥✐B#❡ = ❝❡ 2✉❡ ❧❡ -✉❥❡" ♣✉✐--❡ #❡❣❛#❞❡# ❧❡- -"✐♠✉❧✐ ✈✐-✉❡❧- #*"#♦♣#♦❥❡"*- -✉# ✉♥ *❝#❛♥
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♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣❧✉) ❝♦✉+5 ❝❤❡♠✐♥ ❡♥5+❡ ❞❡✉① ♥'✉❞) ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞✬✉♥❡ )✉+❢❛❝❡ ❝♦+5✐❝❛❧❡
❡♥ ✸❉✳ ▲❛ ♠✐)❡ : ♣❧❛5 ❞✉ ♠♦❞D❧❡ ❝♦+5✐❝❛❧ +,)✉❧5❡ ♥,❝❡))❛✐+❡♠❡♥5 ❡♥ ✉♥❡ ❞✐)5♦+)✐♦♥ ❞❡)
❞✐)5❛♥❝❡) ❣,♦❞,)✐#✉❡)✳ ▲❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✺ ♠♦♥5+❡ ✉♥❡ +❡♣+,)❡♥5❛5✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❞❡ ❧❛ )✉+❢❛❝❡ ❝♦+✲
5✐❝❛❧❡ ❞✬✉♥ ❧♦❜❡ ♦❝❝✐♣✐5❛❧✱ ❛♣+D) )❛ ♠✐)❡ : ♣❧❛5 ♣❛+ ♥♦5+❡ ❛❧❣♦+✐5❤♠❡✳ ▲❡) ✐♥❢♦+♠❛5✐♦♥)
❡♥ ❝♦✉❧❡✉+) +❡♣+,)❡♥5❡♥5 ❧❡) ❞✐)5♦+)✐♦♥) ❞❡) ❞✐)5❛♥❝❡)✳ ❈❡55❡ ❣+❛♥❞❡✉+ ❡)5 ❡)5✐♠,❡ ♣♦✉+
❝❤❛#✉❡ ,❧,♠❡♥5 ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡✱ ❡♥ ❢❛✐)❛♥5 ❧❡ +❛♣♣♦+5 ❞❡ )❛ )✉+❢❛❝❡ ❞❛♥) ❧❛ +❡♣+,)❡♥5❛5✐♦♥
♣❧❛♥❡ ❡5 ❞❡ )❛ )✉+❢❛❝❡ )✉+ ❧❡ ♠♦❞D❧❡ ❝♦+5✐❝❛❧ ♥❛5✐❢✳
✸✳✶✳✷✳✸ ❚.❛✐1❡♠❡♥1- ❢♦♥❝1✐♦♥♥❡❧-
❇❆▲❈ +❡♣+❡♥❞ ❧❛ ♠,5❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②)❡ ♣❛+ 5+❛♥)❢♦+♠❛5✐♦♥ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+ ❞,❝+✐5❡ ❞❛♥)
❧❛ )❡❝5✐♦♥ ✷✳✶✳✷✳✸ ❞❡ ❝❡ ♠❛♥✉)❝+✐5✳ ▲❡ ❞,❝♦✉+) 5❡♠♣♦+❡❧ ❞✐)❝+❡5 ❜✭5✮ ❡♥ ❝❤❛#✉❡ ✈♦①❡❧
❡)5 ❡①5+❛✐5 ❞❡ ❧❛ ),+✐❡ ❞✬✐♠❛❣❡) ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧❧❡)✳ ❖♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❛ 5+❛♥)❢♦+♠,❡ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+
✭❚❋✮ ❞✐)❝+D5❡ B(f) ❞❡ ❜✭5✮✳ ▲❛ )✉✐5❡ ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②)❡ ❡)5 ❡♥)✉✐5❡ +,❛❧✐),❡ ❞❛♥) ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✶✷✾
❋✐❣✉$❡ ✸✳✺ ✕ ❉✐"#♦%"✐♦♥" ✐♥❞✉✐#❡" ❧♦%" ❞❡ ❧❛ ♠✐"❡ - ♣❧❛# ❞✉ ♠♦❞/❧❡ ❝♦%#✐❝❛❧ ♣❛% ♥♦#%❡ ❛❧❣♦%✐#❤♠❡✳ ❆
❣❛✉❝❤❡ ✿ ❞✐"#%✐❜✉#✐♦♥ ❞❡" ❞✐"#♦%"✐♦♥" ❞❛♥" ❧❛ "✉%❢❛❝❡✳ ❊❧❧❡ ❡"# ❡"#✐♠9❡ ❡♥ ❢❛✐"❛♥# ❧❡ %❛♣♣♦%# ❞❡" ❛✐%❡" ❞❡"
9❧9♠❡♥#" ❞❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ "✉% ❧❛ %❡♣%9"❡♥#❛#✐♦♥ ♣❧❛♥❡ ❡# ❞❡ ❧❡✉%" ❛✐%❡" ❞❛♥" ❧❡ ♠♦❞/❧❡ #%✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧✳ ❖♥
♥♦#❡ ❞❡" ❝♦♠♣%❡""✐♦♥" ✈❡%" ❧❡ ❝❡♥#%❡ ❞❡ ❧❛ "✉%❢❛❝❡ ❡# ❞❡" ❡①♣❛♥"✐♦♥" ✈❡%" ❧❡ ❜♦%❞✳ ❆ ❞%♦✐#❡ ✿ ❤✐"#♦❣%❛♠♠❡
❣❧♦❜❛❧ ❞❡" ❞✐"#♦%"✐♦♥"✳ ▲❛ ❞✐"#♦%"✐♦♥ ♠♦②❡♥♥❡ ❡"# ❞❡ ✶✼✱✽ ✪✳
❢%&'✉❡♥+✐❡❧✳ ▲❡/ ✈♦①❡❧/ ❛❝+✐✈&/ ♣❛% ❧❡ /+✐♠✉❧✉/ ♣&%✐♦❞✐'✉❡ ❞❡ ❢%&'✉❡♥❝❡ f0 ♦♥+ ✉♥❡ ❚❋
❞♦♥+ ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❝♦♠♣♦%+❡ ✉♥ ♣✐❝ : ❝❡++❡ ❢%&'✉❡♥❝❡ ✭✜❣✉%❡ ✸✳✻✮✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✻ ✕ ❉9❝♦✉%" #❡♠♣♦%❡❧ ✭- ❣❛✉❝❤❡✮ ❡# ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ "❛ ❚❋ ✭- ❞%♦✐#❡✮ ❝♦%%❡"♣♦♥❞❛♥# - ✉♥ ✈♦①❡❧
❢♦♥❝#✐♦♥♥❡❧ ❛❝#✐✈9 ♣❛% ✉♥ "#✐♠✉❧✉" ♣9%✐♦❞✐H✉❡ ❞❡ ❢%9H✉❡♥❝❡ f0✳
▲❛ ♣❤❛/❡ ❞❡ ❧❛ %&♣♦♥/❡ ❞✉ ✈♦①❡❧ ❡/+ ❡/+✐♠&❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥+ ❧❛ ♣❤❛/❡ ❞❡ B(f) ❡♥ f0 ✿
φˆ = arg(B(f0))
❆✜♥ ❞❡ ❞&+❡❝+❡% ❧❡/ ✈♦①❡❧/ ❛❝+✐✈&/ ♣❛% ❧❡/ /+✐♠✉❧✐ ♣&%✐♦❞✐'✉❡/✱ ♥♦✉/ ❞&✜♥✐//♦♥/ ✉♥❡
♠❡/✉%❡ ❞❡ %❛♣♣♦%+ /✉% ❜%✉✐+ ♠❡/✉%& ❞❛♥/ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢%&'✉❡♥+✐❡❧ ✭✏  ❛♣♣♦ $ %✐❣♥❛❧ %✉ 





❛✈❡❝ σf ❧✬&❝❛'(✲(②♣❡ ❞✉ ❜'✉✐( ❞❛♥1 ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢'&5✉❡♥(✐❡❧✳ ■❧ ❡1( ❝❛❧❝✉❧& 1✉' ❧❛ ♣❛'(✐❡
❢'&5✉❡♥(✐❡❧❧❡ ❞✉ 1♣❡❝('❡ ❝♦''❡1♣♦♥❞❛♥( 8 ✿
{
f > f0
f 6= n.f0, n = [1, 2, 3]
✱ ♣✉✐15✉✬❛✉① ❢'&✲
5✉❡♥❝❡1 ❜❛11❡1✱ ❧❡ ❜'✉✐( ❡1( ❝♦♥(❛♠✐♥& ♣❛' ❞❡1 ❞&'✐✈❡1 ❜❛11❡1 ❢'&5✉❡♥❝❡1✱ ❡( ♥❡ ♣❡✉(
♣❧✉1 <('❡ ❝♦♥1✐❞&'& ❝♦♠♠❡ ❞✉ ❜'✉✐( ❜❧❛♥❝ ❣❛✉11✐❡♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ σf 1❡ ❢❛✐( 1✉' ❧❡ ♠♦✲
❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❜'✉✐( ❜❧❛♥❝ ❛ ✉♥❡ ❝♦♥('✐❜✉(✐♦♥ &5✉✐✈❛❧❡♥(❡ ❞❛♥1 ❧❛ ♣❛'(✐❡
'&❡❧❧❡ ❡( ✐♠❛❣✐♥❛✐'❡ ❞✉ 1♣❡❝('❡ ❢'&5✉❡♥(✐❡❧✱ ♦♥ ❞✐✈✐1❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞❡ ❧✬&❝❛'(✲(②♣❡ ❝❛❧❝✉❧&
1✉' ❧❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❛ ❚❋ ♣❛'
√
2.
❈❡((❡ ✈❛❧❡✉' ❞❡ RSB.f ❡1( ✉(✐❧❡ ♣♦✉' ❡1(✐♠❡' ❧✬✐♥❝❡'(✐(✉❞❡ σφ 1✉' ❧❛ ♠❡1✉'❡ ❞❡ ❧❛
♣❤❛1❡ ❞❡1 ❞&❝♦✉'1 (❡♠♣♦'❡❧1✳ ❊♥ ❡✛❡(✱ ✐❧ ❛ &(& ♠♦♥('& 5✉✬♦♥ ♣❡✉( '❛✐1♦♥♥❛❜❧❡♠❡♥(
❡①♣'✐♠❡' ❝❡((❡ ✐♥❝❡'(✐(✉❞❡ ♣❛' ❧✬✐♥✈❡'1❡ ❞✉ ❘❙❇ ❢'&5✉❡♥(✐❡❧ ✭♣♦✉' ❞❡1 RSB.f > 2✮





▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛1❡ ❡( ❞✉ RSB.f ❡1( ❡✛❡❝(✉& 1✉' (♦✉1 ❧❡1 ✈♦①❡❧1 ❞❡ ❧❛ (<(❡✳ ❯♥❡
✐♠❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐5✉❡ ❞❡1 ♣❤❛1❡1 ❞❡ ❧❛ '&♣♦♥1❡✱ ❡( ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ✈♦❧✉♠✐5✉❡ ❞❡ ❘❙❇ ❢'&5✉❡♥(✐❡❧
1♦♥( ♦❜(❡♥✉❡1 8 ♣❛'(✐' ❞❡ ❝❤❛5✉❡ 1&'✐❡ ❞✬✐♠❛❣❡1 ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡❧❧❡1✳ ▲❡1 ✐♠❛❣❡1 ❞❡1 ♣❤❛1❡1
❡♥ '&♣♦♥1❡ 8 ❞❡1 1(✐♠✉❧✐ ♣❛'❝♦✉'❛♥( ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐1✉❡❧ ❞❡ ♠❛♥✐U'❡ ♦♣♣♦1&❡ ✭❛♥♥❡❛✉①
❡♥ ❝♦♥('❛❝(✐♦♥✴❡①♣❛♥1✐♦♥ ❡( 1❡❝(❡✉'1 (♦✉'♥❛♥(1 ❞❛♥1 ❧❡ 1❡♥1 ❤♦'❛✐'❡✴❛♥(✐✲❤♦'❛✐'❡✮ 1♦♥(
❡♥1✉✐(❡ ❝♦♠❜✐♥&❡1 ❞❡ ♠❛♥✐U'❡ 8 ♦❜(❡♥✐' ✉♥❡ ♠❡1✉'❡ ❞❡ ♣❤❛1❡ ❛✛'❛♥❝❤✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥❝❡'(✐(✉❞❡
1✉' ❧❛ ✈❛❧❡✉' ❞✉ ❞&❧❛✐ ❤&♠♦❞②♥❛♠✐5✉❡✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✸✳✼ ♠♦♥('❡ ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛'(❡
❞❡ ♣❤❛1❡ ✈♦❧✉♠✐5✉❡ ❡♥ '&♣♦♥1❡ ❛✉ 1(✐♠✉❧✉1 ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐'❡✱ 1✉♣❡'♣♦1&❡ 1✉' ❧❛ ❝♦✉♣❡
❝♦''❡1♣♦♥❞❛♥(❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♥❛(♦♠✐5✉❡✳ ❯♥ 1❡✉✐❧ ❡1( ❛♣♣❧✐5✉& ♣♦✉' ♥❡ ♠♦♥('❡' 5✉❡ ❧❡1
♣❤❛1❡1 ❛✈❡❝ ✉♥ RSB.f ❝♦♥1✐❞&'& ❝♦♠♠❡ 1✐❣♥✐✜❝❛(✐❢✳
M♦✉' ❝❤❛5✉❡ ❝♦♦'❞♦♥♥&❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐1✉❡❧ ✭❡①❝❡♥('✐❝✐(& ❡( ❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐'❡✮✱ ❧❡1 '&1✉❧✲
(❛(1 ❞❡ ❝❡1 ❛♥❛❧②1❡1 1♦♥( 1(♦❝❦&1 ❞❛♥1 ❞❡✉① ✈♦❧✉♠❡1 ✿
✕ ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ✏♣✉✐##❛♥❝❡✑ ✿ P = RSB2f
✕ ❡( ✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛#❡ ♣♦♥❞+,+❡# ♣❛' ❧❛ ♣✉✐11❛♥❝❡ ✿ ψ = φ.P
✸✳✶✳✷✳✹ ❆##✐❣♥❛4✐♦♥ ❞❡# ❞♦♥♥+❡# ❢♦♥❝4✐♦♥♥❡❧❧❡# 7 ❧❛ #✉,❢❛❝❡ ❡4 ❞+❧✐♠✐4❛4✐♦♥
❞❡# ❛✐,❡# ✈✐#✉❡❧❧❡# ♣,✐♠❛✐,❡#
■❧ 1✬❛❣✐( ❞✬❛11✐❣♥❡' ❧❡1 ✈♦①❡❧1 ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡❧1 ❞❡1 ❝❛'(❡1 ✈♦❧✉♠✐5✉❡1 ❞❡ ♣❤❛1❡ 1✉' ❧❡1
♥]✉❞1 ❞✉ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❞❡ ❧❛ 1✉'❢❛❝❡ ❝♦'(✐❝❛❧❡✳ ❈❡1 ✈♦①❡❧1 1♦♥( ❛11✐♠✐❧&1 8 ❧❡✉' ❝❡♥('❡✳ ▲✬❡'✲
'❡✉' 1✉' ❧✬❡1(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛1❡ ❞&♣❡♥❞✱ ❞❡ ♠❛♥✐U'❡ ✐♥✈❡'1❡✱ ❞✉ RSBf ❞❡ ❧✬♦❜1❡'✈❛(✐♦♥✳
M♦✉' ❞❡1 ❘❙❇ ❢❛✐❜❧❡1✱ ❧❡ ❜'✉✐( ❣❛✉11✐❡♥ ♥✬❡1( ♣❧✉1 ✉♥ ♠♦❞U❧❡ ❛❞❛♣(& ❡( ❧❡ ❘❙❇ ❡1( 1②1(&✲
♠❛(✐5✉❡♠❡♥( 1✉'❡1(✐♠&✳ ◆♦✉1 ❡①❝❧✉♦♥1 ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②1❡ ❧❡1 ✈♦①❡❧1 ❞♦♥( ❧❡ ❘❙❇ ❡1( ✐♥❢&'✐❡✉'
8 ✸✳
❯♥❡ 1♦✉'❝❡ ❞✬❡''❡✉' ❡♥('❡ ❧✬❡1(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡ ❧❛ '&♣♦♥1❡ ❡♥ ✉♥ ✈♦①❡❧ ❡( ❧❛ '&♣♦♥1❡ ❡♥ ✉♥
♥]✉❞✱ ❡1( ❧❛ ♣♦1✐(✐♦♥ ❞❡1 ✈♦①❡❧1 ❞❛♥1 ❧❛ ❞✐'❡❝(✐♦♥ ♣❡'♣❡♥❞✐❝✉❧❛✐'❡ 8 ❧❛ 1✉'❢❛❝❡✳ ●'_❝❡ 8
❧✬♦'❣❛♥✐1❛(✐♦♥ ❞✉ ❝♦'(❡① ❡♥ ❝♦❧♦♥♥❡1✱ ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞&❝❛❧❛❣❡ ❞✉ ✈♦①❡❧ ♣❛' '❛♣♣♦'( ❛✉ ❝❡♥('❡
❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦'(✐❝❛❧❡ ♥✬✐♥('♦❞✉✐( ♣❛1 ❞✬❡''❡✉'1 1✉♣♣❧&♠❡♥(❛✐'❡1 ❞❛♥1 ❧✬❡1(✐♠❛(✐♦♥ ❞❡
✶✸✶
❋✐❣✉$❡ ✸✳✼ ✕ ❘!"✉❧%❛% ❞❡ ❧✬❛♥❛❧②"❡ %❡♠♣♦/❡❧❧❡ ♣♦✉/ ❞❡" ❞♦♥♥!❡" ❞❡ ❝❛/%♦❣/❛♣❤✐❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐/❡✳
▲✬✐♠❛❣❡ ♠♦♥%/❡ ❧❡" ♣❤❛"❡" ❞❡ ❧❛ /!♣♦♥"❡ ♣♦✉/ 6✉❛%/❡ ❝♦✉♣❡" ❛❞❥❛❝❡♥%❡" ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧✳ ▲❛
❧!❣❡♥❞❡ ❛✉ ❝❡♥%/❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✐♥❞✐6✉❡ ❧❛ ❝♦//❡"♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥%/❡ ❧❛ ♣❤❛"❡ ❞❡ ❧❛ /!♣♦♥"❡ ❡% ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐"✉❡❧✳
❧❛ ♣❤❛(❡✳ *❛+ ❝♦♥/+❡ (✐ ❧❡ ✈♦①❡❧ (❡ /+♦✉✈❡ /+♦♣ ❧♦✐♥ ❞❡ ❧❛ (✉+❢❛❝❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ +✐(8✉❡ ❞❡
❝♦♥/❛♠✐♥❛/✐♦♥ ♣❛+ ✉♥ (✐❣♥❛❧ ♣+♦✈❡♥❛♥/ ❞✉ ❝;/< ♦♣♣♦(< ❞✬✉♥ (✐❧❧♦♥ ♦✉ ❣②+✉(✳ ■❧ ❡(/ ❛❧♦+(
♣+✉❞❡♥/ ❞✬❡①❝❧✉+❡ ❞❡( ✈♦①❡❧( ❞♦♥/ ❧❡ ❝❡♥/+❡ (❡ /+♦✉✈❡ ❛✉✲❞❡❧@ ❞✬✉♥❡ ❝❡+/❛✐♥❡ ❞✐(/❛♥❝❡
❞❡ ❧❛ (✉+❢❛❝❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ (❡✉✐❧ (✉+ ❧❛ ❞✐(/❛♥❝❡ ♥<❝❡((✐/❡ ✉♥ ❝♦♠♣+♦♠✐( ❡♥/+❡ ❧❡ +✐(8✉❡
❞✬✉/✐❧✐(❡+ ❞❡( ❞♦♥♥<❡( ❜✐❛✐(<❡( ❡/ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ♣❡+❞+❡ ❞❡( ❞♦♥♥<❡( ✈❛❧✐❞❡(✳
❊♥ ♣+❛/✐8✉❡✱ ♥♦✉( ❛//+✐❜✉♦♥( ❧❛ ♣❤❛(❡ ♣♦♥❞<+<❡ ❡/ ❧❛ ♣✉✐((❛♥❝❡ ❝♦++❡(♣♦♥❞❛♥/ @
❝❤❛8✉❡ ✈♦①❡❧ ❛✉ ♥D✉❞ ❧❡ ♣❧✉( ♣+♦❝❤❡✱ @ ❝♦♥❞✐/✐♦♥ 8✉❡ ❧❛ ❞✐(/❛♥❝❡ ❡♥/+❡ ❧❡ ❝❡♥/+❡ ❞✉
✈♦①❡❧ ❡/ ❝❡ ♥D✉❞ (♦✐/ ✐♥❢<+✐❡✉+❡ @ ✉♥❡ ❞✐(/❛♥❝❡ (❡✉✐❧✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥( ✜①< ❝❡ (❡✉✐❧ @ ✸ ♠♠✱
❝❡ 8✉✐ ❡(/ ❧<❣G+❡♠❡♥/ (✉♣<+✐❡✉+ @ ❧✬<♣❛✐((❡✉+ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦✉❝❤❡ ❝♦+/✐❝❛❧❡✳ ❆ ❝❡//❡
✈❛❧❡✉+✱ ❡♥✈✐+♦♥ ❧❡( ✸✴✹ ❞❡( ✈♦①❡❧( ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡❧( (♦♥/ ❛((✐❣♥<( @ ❧❛ (✉+❢❛❝❡✳ ❖♥ ♦❜/✐❡♥/ ❛✐♥(✐
❞❡( ❝❛+/❡( ❝♦+/✐❝❛❧❡( ✏❜+✉/❡(✑ ❞❡ ♣❤❛(❡ ♣♦♥❞<+<❡( ❡/ ❞❡ ♣✉✐((❛♥❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉/ ✈✐(✉❛❧✐(❡+ ❧❛
❝❛+/❡ ✏❜+✉/❡✑ ❞❡ ♣❤❛(❡(✱ ❝❛❧❝✉❧<❡( ❝♦♠♠❡ ❧❡ +❛♣♣♦+/ ❞❡( ✈❛❧❡✉+( ❞❡ ❧❛ ❝❛+/❡ ❞❡ ♣❤❛(❡(
♣♦♥❞<+<❡( ♣❛+ ❧❛ ❝❛+/❡ ❞❡ ♣✉✐((❛♥❝❡ ✭✜❣✉+❡ ✸✳✽✳❆✮✳
▲❡( ❝❛+/❡( ❞❡ ♣❤❛(❡ (♦♥/ ❧✐((<❡( ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ (✉+❢❛❝❡✳ ❈❡ ❧✐((❛❣❡ ❛✉❣♠❡♥/❡ ❧❛ ✜❛❜✐❧✐/<
❞❡( ❞♦♥♥<❡( ❡♥ ✈✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❱❋❙ ✭♦❜/❡♥✉ @ ♣❛+/✐+ ❞❡( ❣+❛❞✐❡♥/( ❞❡ +❡♣+<(❡♥/❛/✐♦♥
❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐+❡ ❡/ ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥/+✐❝✐/<✮✳ ■❧ ♣+<(❡♥/❡ ❧❡( ❞♦♥♥<❡( ❞❡ ♠❛♥✐G+❡ ♣❧✉( ❛❣+<❛❜❧❡
✭✜❣✉+❡ ✸✳✽✳❇✮✳ ◆♦✉( (✉✐✈♦♥( ✉♥❡ ❛♣♣+♦❝❤❡ (✐♠♣❧✐✜❝❛/+✐❝❡✱ ❜❛(<❡ (✉+ ❧✬❤②♣♦/❤G(❡ 8✉❡
❧✬✐♠❛❣❡ ❝♦♥/✐❡♥/ ❡((❡♥/✐❡❧❧❡♠❡♥/ ❞❡( ❢+<8✉❡♥❝❡( (♣❛/✐❛❧❡( ❜❛((❡( ❡/ 8✉✬✉♥ ❧✐((❛❣❡ ❛✈❡❝
✉♥ ✜❧/+❡ ❣❛✉((✐❡♥ ❜✐❞✐♠❡♥(✐♦♥♥❡❧ ❡(/ ❛♣♣+♦♣+✐<✳ ❈❡//❡ ❤②♣♦/❤G(❡ ❡(/ ❝♦❤<+❡♥/❡ ❛✈❡❝ ❧❛
♣❤②(✐♦❧♦❣✐❡✱ ❝❛+ ❧❛ +❡♣+<(❡♥/❛/✐♦♥ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐(✉❡❧ ✈❛+✐❡ ❞♦✉❝❡♠❡♥/ (✉+ ❧❛ (✉+❢❛❝❡ ❝♦+/✐✲
❝❛❧❡✳ ▲❡( ♣♦✐❞( wij ❞✉ ✜❧/+❡ ❣❛✉((✐❡♥ (♦♥/ ❝❛❧❝✉❧<( ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥/ ♣♦✉+ ❝❤❛8✉❡ ♥D✉❞









) ♣♦✉# dij ≤ rmax
0 ♣♦✉# dij > rmax
♦$ d0 ❡&' ❧❛ ❞+✈✐❛'✐♦♥ &'❛♥❞❛#❞ ❞✉ ✜❧'#❡ ❡' rmax ❡&' ✉♥ #❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉#❡ ❧✐♠✐'❛♥' ❧❡
♥♦♠❜#❡ ❞❡ ❞✐&'❛♥❝❡& ❝❛❧❝✉❧+❡&✳ ▲❡ ❝❤♦✐① ❞✉ #❛②♦♥ ❞❡ ❝♦✉♣✉#❡ ♥+❝❡&&✐'❡ ✉♥ ❝♦♠♣#♦♠✐&
❡♥'#❡ ❧❡ '❡♠♣& ♥+❝❡&&❛✐#❡ ♣♦✉# ❝♦♥&'#✉✐#❡ ❧❡ ✜❧'#❡ ❡' ❧❡& ❛#'❡❢❛❝'& 9✉✐ ♣❡✉✈❡♥' #+&✉❧'❡#
❞✬✉♥❡ '#♦♥❝❛'✉#❡✳ ◆♦✉& ♦❜'❡♥♦♥& ❞❡& #+&✉❧'❛'& &❛'✐&❢❛✐&❛♥'& ❛✈❡❝ rmax = 2.5d0✳ <♦✉#
❧❛ ✈✐&✉❛❧✐&❛'✐♦♥✱ ❧❡& ❞♦♥♥+❡& ♥❡ &♦♥' ❧✐&&+❡& 9✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥' ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❧❛#❣❡✉# ❞❡ ✜❧'#❡
❞❡ d0 = 1.5mm✳ <♦✉# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❘❈❱✱ ❧❡& ❝❛#'❡& ❞✬❡①❝❡♥'#✐❝✐'+ &♦♥' ❧✐&&+❡& ❛✈❡❝ ✉♥
✜❧'#❡ ❞❡ d0 = 7mm '❛♥❞✐& 9✉❡ ❧❡& ❝❛#'❡& ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐#❡ &♦♥' ❧✐&&+❡& ❛✈❡❝ ✉♥ ✜❧'#❡ ❞❡
d0 = 3.5mm✳
▲❡& ❝❛#'❡& ❞❡ ♣❤❛&❡ ♥❡ &♦♥' ♣❛& ❧✐&&+❡& ❞✐#❡❝'❡♠❡♥'✳ ❊❧❧❡& &♦♥' ♦❜'❡♥✉❡& ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥'
❧❡ #❛♣♣♦#' ❞❡& ❝❛#'❡& ❞❡ ♣❤❛&❡& ♣♦♥❞+#+❡& ❧✐&&+❡& ♣❛# ❧❡& ❝❛#'❡& ❞❡ ♣✉✐&&❛♥❝❡& ❧✐&&+❡&✳
❈❡''❡ ♦♣+#❛'✐♦♥ ♣❡#♠❡' ❞❡ ♣♦♥❞+#❡# ❧❛ ❝♦♥'#✐❜✉'✐♦♥ ❞❡& ♣❤❛&❡& ♣❛# ❧❡ ❘❙❇✳ ❊♥ #+&✉♠+✱
❧❛ ♣❤❛&❡ ❧✐&&+❡ φi ❛''#✐❜✉+❡ ❛✉ ♥E✉❞ ✐ &❡ ❝❛❧❝✉❧❡ ❡♥ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛&❡ ♣♦♥❞+#+❡ ❧✐&&+❡












❛✈❡❝ V ′ ❧✬❡♥&❡♠❜❧❡ ❞❡& ✈♦①❡❧& ❞♦♥' ❧❡ ❝❡♥'#❡ ❡&' G ✉♥❡ ❞✐&'❛♥❝❡ ❞❡ ✸ ♠♠ ❛✉ ♣❧✉& ❞✉
♥♦❡✉❞ ✐ ❡' ❞♦♥' ❧✬❛♠♣❧✐'✉❞❡ ❞❡ #+♣♦♥&❡ ❡①❝I❞❡ ✉♥ &❡✉✐❧ ❞❡ ❘❙❇ ❃ ✸✳
▲❛ ❞+'❡❝'✐♦♥ ❞❡& ❛✐#❡& ✈✐&✉❡❧❧❡& ♣#✐♠❛✐#❡& ❡&' ❜❛&+❡ &✉# ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ &✐❣♥❡ ❞✉ #❛♣✲
♣♦#' ❧♦❝❛❧ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐&✉❡❧ ✭❘❈❱✮ ✭✈♦✐# &❡❝'✐♦♥ ✶✳✸✳✷✳✶✱ ❢♦#♠✉❧❡ ✶✳✶✮✳ ❈❡& ❛✐#❡& &♦♥'
#❡♣#+&❡♥'+❡& ❞❛♥& ❧❛ ❝❛#'❡ ❞✉ ❘❈❱ ❝♦♠♠❡ ❞❡& #+❣✐♦♥& ❝♦♥'✐❣✉P& ❞❡ &✐❣♥❡ ♣♦&✐'✐❢ ♦✉
♥+❣❛'✐❢ ✭✜❣✉#❡ ✸✳✽✳❈✮✳ ▲❛ ❞+❧✐♥+❛'✐♦♥ ❞❡& ❛✐#❡& ✈✐&✉❡❧❧❡& ❝♦♠♣♦#'❡ ❞❡✉① +'❛♣❡&✳ ▲❛ ♣#❡✲
♠✐I#❡ ❝♦♥&✐&'❡ G ✐❞❡♥'✐✜❡# ♣❛#♠✐ ❧❡& #+❣✐♦♥& ❧❡& ❛✐#❡& ❞❡ &✐❣♥❡ ❞❡ ❘❈❱ ❤♦♠♦❣I♥❡ ❡' ❧❛
❞❡✉①✐I♠❡ ❝♦♥&✐&'❡ G '#❛❝❡# ❧❡& ❧✐♠✐'❡& ❡♥'#❡ ❧❡& ❛✐#❡& ❛✐♥&✐ ❞+❧✐♥+❡&✳
❉❡& ✓ ❝❛♥❞✐❞❛'& ✔ ❞✬❛✐#❡& ✈✐&✉❡❧❧❡& &♦♥' ❞+'❡❝'+& ❛✉'♦♠❛'✐9✉❡♠❡♥' G ♣❛#'✐# ❞❡ ❧❛
❝❛#'❡ ❞❡ ❘❈❱ ❝♦♠♠❡ #+❣✐♦♥& ❝♦♥'✐❣✉P& ❞+♣❛&&❛♥' G ❧❛ ❢♦✐& ✉♥ &❡✉✐❧ &✉# ❧❡ ❘❈❱ ❛❜&♦❧✉
✭|RCV | > 8(deg/mm)2✮✱ ❡' &✉# ❧❡ ❘❙❇ ❞❡& ❝❛#'❡& ❞❡ ♣❤❛&❡ ❧✐&&+❡& ✭❘❙❇ ❃ ✶✺✮✳ ❱✶ ❡&'
✐❞❡♥'✐✜+ ❝♦♠♠❡ ❧❛ #+❣✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉& ❣#❛♥❞❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❙❈❱ ♥+❣❛'✐❢✳ <❛#♠✐ ❧❡& ❝❛♥❞✐❞❛'& ❞❡
❙❈❱ ♣♦&✐'✐❢ ❛❞❥❛❝❡♥'& G ❱✶✱ ❧❡& ♣❧✉& ❣#❛♥❞& &♦♥' +'✐9✉❡'+& ❱✷❞ ❡' ❱✷✈✳ ▲❡& ❛✉'#❡& ❛✐#❡&
✭❱✸❞✱ ❱✸✈✱ ❡' ❱✹✮ &♦♥' ✐❞❡♥'✐✜+❡& ❞❡ ❧❛ ♠X♠❡ ♠❛♥✐I#❡✳
▲❡& ❧✐♠✐'❡& ❡♥'#❡ ❝❡& #+❣✐♦♥& &♦♥' ❡♥&✉✐'❡ ❞+❧✐♥++❡& ❝♦♠♠❡ ❝♦♥'♦✉#& ❞❡ ❘❈❱ ❂ ✵
❛❞❥❛❝❡♥'& ❛✉① ❛✐#❡& ❞+'❡❝'+❡&✳ ▲❛ ♣#♦❝+❞✉#❡ ❡&' ❛✉'♦♠❛'✐9✉❡✱ ❡' ❢♦✉#♥✐' ❞❛♥& ❧❛ ♣❧✉♣❛#'
❞❡& ❝❛& ❞❡& #+&✉❧'❛'& ❝♦##❡❝'& ❛✈❡❝ ❧❡& ♣❛#❛♠I'#❡& ✐♥❞✐9✉+&✳
◆♦✉& ❛✈♦♥& ❛❥♦✉'+ G ❝❡''❡ +'❛♣❡ ✉♥❡ ♣#♦❝+❞✉#❡ ❞✬+'✐9✉❡'❛❣❡ ❞❡& ♥♦❡✉❞& ❞❡ ❧❛ &✉#❢❛❝❡
❝♦#'✐❝❛❧❡ &❡❧♦♥ ❧❡✉# ❛♣♣❛#'❡♥❛♥❝❡ G ✉♥❡ ❞❡& ❛✐#❡& ✈✐&✉❡❧❧❡& ♣#✐♠❛✐#❡& ✭✏ ❧❛❜❡❧❧✐%❛&✐♦♥✑✮✳
❈❡''❡ ♣#♦❝+❞✉#❡ ❡&' ❛✉'♦♠❛'✐&+❡✱ ❡' &❡ ❜❛&❡ &✉# ❧❡& ③♦♥❡& ❞❡ ❱❋❙ 9✉✐ ♦♥' &❡#✈✐ G ❧❛
❞+'❡❝'✐♦♥ ❞❡& ❛✐#❡&✳ ❉❡& ♦♣'✐♦♥& ❞❡ #❡'♦✉❝❤❡ ♠❛♥✉❡❧❧❡ ♣❡#♠❡''❡♥' ❞✬❛❥✉&'❡# ❧✬+'✐9✉❡'❛❣❡✳
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✽ ✕ ❊①❡♠♣❧❡& ❞❡ ❝❛*+❡& *,+✐♥♦+♦♣✐0✉❡& ♣❧❛♥❡& ♦❜+❡♥✉❡& ❛✈❡❝ ❇❆▲❈ 8 ✸ ❚✳ ▲❡ ♠♦❞<❧❡ ❞❡
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✐♥❢♦*♠❛+✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛&❡ &♦♥+ ❝♦❧♦*,&✱ ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉* ❝♦**❡&♣♦♥❞❛♥+ 8 ❧❛ ❝♦♦*❞♦♥♥,❡ ❞✬❛♥❣❧❡
♣♦❧❛✐*❡ ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐&✉❡❧ ✭♣❡+✐+ ❞❡♠✐✲❝❡*❝❧❡✮
✭❇✮ ✿ ❈❛*+❡ ❞❡ ♣❤❛&❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐*❡✱ ❛♣*<& ❧✐&&❛❣❡ &✉* ❧❛ &✉*❢❛❝❡✳
✭❈✮ ✿ ❈❛*+❡ ❞❡ &✐❣♥❡ ❞❡ ❘❈❱✱ ♦❜+❡♥✉❡ 8 ♣❛*+✐* ❞❡& ❝❛*+❡& ❧✐&&,❡& ❞✬❡①❝❡♥+*✐❝✐+, ❡+ ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐*❡✳ ▲❡&
③♦♥❡& ❜❧❡✉❡& ❝♦**❡&♣♦♥❞❡♥+ 8 ✉♥ ❘❈❱ ♥,❣❛+✐❢ +❛♥❞✐& 0✉❡ ❧❡& ③♦♥❡& *♦✉❣❡& ❝♦**❡&♣♦♥❞❡♥+ 8 ✉♥ ❘❈❱
♣♦&✐+✐❢✳
▲❡& ❧✐♠✐+❡& ❞✬❛✐*❡& ✈✐&✉❡❧❧❡& ❞,❧✐♥,,❡& ♣❛* ❇❆▲❈ 8 ♣❛*+✐* ❞❡ ❧❛ ❝❛*+❡ ❞❡ ❘❈❱ &♦♥+ *❡♣*,&❡♥+,❡& ❡♥ ♥♦✐*
&✉* ❧❡& ❝❛*+❡&✳
✸✳✶✳✸ ❆♠%❧✐♦)❛+✐♦♥-
▲❛ ♣'❡♠✐+'❡ ♣❛',✐❡ ❞❡ ♠♦♥ ,'❛✈❛✐❧ ❛ ❝♦♥3✐3,4 5 ✐❞❡♥,✐✜❡' ❧❡3 ♣♦✐♥,3 ❝'✐,✐7✉❡3 ❞❡ ❧❛
❝❤❛:♥❡ ❞❡ ,'❛✐,❡♠❡♥, ❡, 5 ✐♥❝❧✉'❡ ❞❡3 ❛♠4❧✐♦'❛,✐♦♥3 ♣♦✉' ♦♣,✐♠✐3❡' ❧❡3 ❝❛',❡3 '4,✐♥♦,♦✲
♣✐7✉❡3 ♦❜,❡♥✉❡3 5 ✸ ❚✳ ▲❡3 7✉❛❧✐,43 ❞❡3 ❝❛',❡3 '4,✐♥♦,♦♣✐7✉❡3 '❡♣♦3❡♥, 3✉' ❞❡✉① ❢❛❝,❡✉'3 ✿
❧✬✐♥❝❡',✐,✉❞❡ 3✉' ❧❛ ♠❡3✉'❡ ❞❡3 ♣❤❛3❡3 ❞❡3 '4♣♦♥3❡3 ✭❞✐'❡❝,❡♠❡♥, ❧✐4❡ ❛✉ ❜'✉✐, ❞❛♥3 ❧❡3
✐♠❛❣❡3 ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡3✮✱ ❡, ❧❛ ♣'4❝✐3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐3❛,✐♦♥ ❞❡3 ❞♦♥♥4❡3 ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡3 3✉'
❧❡ ♠♦❞+❧❡ ❝♦',✐❝❛❧✳
✸✳✶✳✸✳✶ ❆♠%❧✐♦)❛+✐♦♥- ❞❡- +)❛✐+❡♠❡♥+- ❛♥❛+♦♠✐0✉❡-
▲❡3 ❧♦❜❡3 ♦❝❝✐♣✐,❛✉① ♦♥, ✉♥❡ ,♦♣♦❧♦❣✐❡ ❝♦♠♣♦',❛♥, ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉3❡3 ❝✐'❝♦♥✈♦❧✉,✐♦♥3✳
▲❛ ♣'4❝✐3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛',♦❣'❛♣❤✐❡ ❞4♣❡♥❞ ✿
✲ ❞❡ ❧❛ 7✉❛❧✐,4 ❞❡ ❧❛ '❡❝♦♥3,'✉❝,✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞+❧❡ ❞❡ 3✉'❢❛❝❡ ❝♦',✐❝❛❧❡✱ ❡, ❞♦♥❝ ❞❡ ❧❛
7✉❛❧✐,4 ❞❡ ❧❛ 3❡❣♠❡♥,❛,✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♥❛,♦♠✐7✉❡✳
✲ ❞❡ ❧❛ 7✉❛❧✐,4 ❞❡ ❧❛ ♠✐3❡ 5 ♣❧❛, ❞✉ ♠♦❞+❧❡ ❞❡ 3✉'❢❛❝❡ ❝♦''❡3♣♦♥❞❛♥, ❛✉① ❧♦❜❡3
♦❝❝✐♣✐,❛✉①✳
❖♣+✐♠✐-❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ -❡❣♠❡♥+❛+✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♥❛+♦♠✐0✉❡
▲❛ ♣❧✉♣❛', ❞❡3 ❛❧❣♦'✐,❤♠❡3 ❞❡ 3❡❣♠❡♥,❛,✐♦♥ 3❡ ❜❛3❡♥, ✉♥✐7✉❡♠❡♥, 3✉' ❧❡3 ✈❛❧❡✉'3 ❞❡3
✐♥,❡♥3✐,43 ♣♦✉' 4,✐7✉❡,❡' ❧❡3 ✈♦①❡❧3 ❡♥ ✉♥❡ ❞❡3 ✸ ❝❧❛33❡3 ❞❡ ,✐33✉3 ✭▼●✱ ▼❇ ❡, ▲❈❘✮✳
❖' ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉3❡3 ✐♠♣❡'❢❡❝,✐♦♥3 ❛✛❡❝,❡♥, ❧❛ ❞✐3,'✐❜✉,✐♦♥ ❞❡3 ✐♥,❡♥3✐,43 3✉' ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♥❛✲
,♦♠✐7✉❡ ✿
✲ ❧❡ ❜'✉✐, ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✉' ■❘▼✱
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✐♥❢♦/♠❛0✐♦♥ -✉/ ❧❡- ✈❡❝0❡✉/- /❡❧✐❛♥0 ❝❤❛<✉❡ ♣❛✐/❡ ❞❡ ♥B✉❞- ❞❡ ❧❛ -✉/❢❛❝❡ ❝♦/0✐❝❛❧❡✳ ◆♦✉-
❛✈♦♥- ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡♥❝, ♣❛/ ✐♠♣❧,♠❡♥0❡/ ✉♥❡ /♦✉0✐♥❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ <✉✐ -0♦❝❦❡ ❧✬✐♥❢♦/♠❛0✐♦♥
❞❡- ✈❡❝0❡✉/- /❡❧✐❛♥0 ❝❤❛<✉❡ ♥B✉❞ ❞✉ ♠♦❞E❧❡ ❞✉ -✉/❢❛❝❡ ❞❛♥- ❧✬❡-♣❛❝❡ 0/✐❞✐♠❡♥-✐♦♥♥❡❧✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ♣❧✉- ❝♦✉/0 ❝❤❡♠✐♥ -❡ ❢❛✐0 ❞❡ ♠❛♥✐E/❡ ✐0,/❛0✐✈❡✱ ❡0 -❡❧♦♥ ❧❛ ❧♦❣✐<✉❡
-✉✐✈❛♥0❡✳ ❙♦✐0 ❖ ❧❡ ♥B✉❞ ❞✬♦/✐❣✐♥❡ ❡0 ❆ ❧❡ ♥B✉❞ ❞✬❛//✐✈,❡✳ ▲✬❛❧❣♦/✐0❤♠❡ ♣❛/0 ❞❡ ❖




OMi ≥ 0✳ ▲❡ ♥B✉❞
/❡0❡♥✉ Mj ❡-0 ❝❡❧✉✐ <✉✐ ❡-0 ❧❡ ♣❧✉- ♣/♦❝❤❡ ❞❡ ❖ ✿ Mj = argmini(
∥∥∥−−→OMi∥∥∥)✳
❈❡00❡ ♦♣,/❛0✐♦♥ ❡-0 /,♣,0,❡ ❥✉-<✉✬> ❛00❡✐♥❞/❡ ❧❡ ♣♦✐♥0 ❆✳ ▲❛ ❞✐-0❛♥❝❡ ❣,♦❞,-✐<✉❡ ❡-0
❛♣♣/♦①✐♠,❡ > ❧❛ -♦♠♠❡ ❞❡- ❞✐-0❛♥❝❡- ❡♥0/❡ 0♦✉- ❧❡- ♥B✉❞- /❡0❡♥✉-✱ ❡0 ❝♦//❡-♣♦♥❞ ❛✉
❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉- ❝♦✉/0 ❡♥0/❡ ❧❡- ❞❡✉① ♣♦✐♥0- -✉/ ❧❡ ♠❛✐❧❧❛❣❡ 0/✐❞✐♠❡♥-✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ -✉/✲
❢❛❝❡ ❝♦/0✐❝❛❧❡ ✭✜❣✉/❡ ✸✳✶✵✳❉✮✳ ▲❡ 0❡♠♣- ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡-0 ❡♥ O(N2)✱ ❛✈❡❝ ◆ ❧❡ ♥♦♠❜/❡ ❞❡
✶✸✻
✈❡❝#❡✉%&✳ (♦✉% ❧❡ %+❞✉✐%❡✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❞♦♥❝ ♣%+❛❧❛❜❧❡♠❡♥# ✐♠♣♦&+ ✉♥❡ ♣%+✲&+❧❡❝#✐♦♥ ❞❡&
♥5✉❞& ❝❛♥❞✐❞❛#&✱ ❡♥ ♥❡ ❣❛%❞❛♥# 7✉❡ ❝❡✉① ❝♦♥#❡♥✉& ❞❛♥& ✉♥❡ ❡❧❧✐♣&❡ ✭✜❣✉%❡ ✸✳✶✵✳❆ ❡#
❇✮✳ ▲❡& ♣❛%❛♠B#%❡& ❞❡ ❣%❛♥❞ ❛①❡ ●❛ ❡# ❞❡ ❞❡ ♣❡#✐# ❛①❡ (❛ ❞❡ ❧✬❡❧❧✐♣&❡ ♦♥# +#+ ❛❥✉&#+&
❡♠♣✐%✐7✉❡♠❡♥#✱ ❡# ❝❤♦✐&✐& #❡❧& 7✉❡ ✿
Ga = [OA] + 0.2 ∗ [OA]
Pa = [OA]/2.2
❈❡##❡ ♣%+✲&+❧❡❝#✐♦♥ ❡&# ❡✛❡❝#✉+❡ ❛✉#♦♠❛#✐7✉❡♠❡♥# &✉% ❧❡ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ &✉%❢❛❝❡ ❡♥ ❞❡✉①
❞✐♠❡♥&✐♦♥& ❡# ♣❡%♠❡# ❞❡ %+❞✉✐%❡ ❧❡ #❡♠♣& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛♥✐B%❡ &✐❣♥✐✜❝❛#✐✈❡✳
❙♦✐# SN ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞❡ ✈❡❝#❡✉%& ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥# L ◆ ♥5✉❞& ✿
SN+1 = SN +N
✱ ♣♦✉% N ≥ 0 ❡# S0 = S1 = 0✳





❙♦✐# ❚ ❧❡ #❡♠♣& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥# ❛✉① ❙ &❡❣♠❡♥#& %❡❧✐❛♥# ❧❡& ◆ ♥5✉❞& ❞❡ ❧❛ &✉%✲
❢❛❝❡ #♦#❛❧❡✱ ❡# # ❧❡ #❡♠♣& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥#& ❛✉① & &❡❣♠❡♥#& ❞❡& ♥ ♥5✉❞& ❝♦♥#❡♥✉&
❞❛♥& ❧✬❡❧❧✐♣&❡ ♣♦✉% ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❞✐&#❛♥❝❡✳ ▲❡ ❣❛✐♥ ❡♥ #❡♠♣& ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛♣♣♦%#+ ♣❛% ❧❛










✸✳✶✳✸✳✷ ❆♠&❧✐♦*❛,✐♦♥ ❞❡0 ❞♦♥♥&❡0 ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧❧❡0
▲❛ ♣%+❝✐&✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛%#♦❣%❛♣❤✐❡ ❞+♣❡♥❞ ❛✉&&✐ ❞❡ ❧❛ ♣%+❝✐&✐♦♥ &✉% ❧❛ ♠❡&✉%❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛&❡
❞❡& %+♣♦♥&❡& ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡❧❧❡&✳ ▲✬❛♥❝✐❡♥♥❡ ❞❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ #%❛✐#❡♠❡♥# ❛♥❛❧②&❛✐# ❞❡& ✐♠❛❣❡&
❢♦♥❝#✐♦♥♥❡❧❧❡& ❛❝7✉✐&❡& ♣❛% ✉♥❡ &+7✉❡♥❝❡ ✸❉ ✭(❘❊❙❚❖ &✐♥❣❧❡✲&❤♦#✮✳ ❆✉❝✉♥❡ ❝♦%%❡❝#✐♦♥
❞❡ ❞+♣❤❛&❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛&❡ ♥✬+#❛✐# ❛❧♦%& ♥+❝❡&&❛✐%❡✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ✉#✐❧✐&♦♥& ❞+&♦%♠❛✐& ✉♥❡
&+7✉❡♥❝❡ ✷❉ ✭❊(■ ✷❉ &✐♥❣❧❡✲&❤♦#✱ ❛❝7✉✐&✐#✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❝♦✉♣❡ ♣❛% ❝♦✉♣❡✮ ✐❧ ❛ ❢❛❧❧✉
❝♦%%✐❣❡% ❧❡& ❞+❝❛❧❛❣❡& #❡♠♣♦%❡❧& ❡♥#%❡ ❝♦✉♣❡&✳ ❉❛♥& ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢%+7✉❡♥#✐❡❧✱ ❝❡& ❞+❝❛❧❛❣❡&
❝♦%%❡&♣♦♥❞❡♥# L ❞❡& ❞+♣❤❛&❛❣❡& ❡♥#%❡ ❧❡& ❝♦✉♣❡&✳
❈❤❛7✉❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦♥❝#✐♦♥♥❡❧ ❝♦♥&#✐#✉+ ❞❡ ✸✵ ❝♦✉♣❡& ❡&# ❛❝7✉✐& ♣❡♥❞❛♥# ✷ &✳ ▲❡&
❝♦✉♣❡& &♦♥# ❞♦♥❝ ♦❜#❡♥✉❡& L ✷✴✸✵❂✵✳✵✻✼ & ❞✬✐♥#❡%✈❛❧❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ♣+%✐♦❞❡ ❞✉ &#✐♠✉❧✉&
❡&# ❞❡ ✸✷ &✱ ❝❡❧❛ ❝♦%%❡&♣♦♥❞ L ✉♥❡ ❞✐✛+%❡♥❝❡ ❞❡ ✵✳✸✼✺➦ ♣♦✉% ❧❛ ♣❤❛&❡ ❞❡ ❧❛ %+♣♦♥&❡✳
❊♥#%❡ ❧❛ ♣%❡♠✐B%❡ ❡# ❧❛ 30e ❝♦✉♣❡✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ❞+❝❛❧❛❣❡ ❞❡ ✷ &✱ &♦✐# ✉♥❡ ❞✐✛+%❡♥❝❡ ❞❡ ♣❤❛&❡
✶✸✼
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✵ ✕ ■❧❧✉#$%❛$✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣%♦❝.❞✉%❡ ✉$✐❧✐#.❡ ♣♦✉% ❝❛❧❝✉❧❡% ❧❛ ❞✐#$❛♥❝❡ ❣.♦❞.#✐0✉❡ ❡♥$%❡ ❞❡✉①
♥2✉❞# ❞✉ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ #✉%❢❛❝❡ ❝♦%$✐❝❛❧❡ ✭♣♦✐♥$# ✈❡%$#✮✳
❆ ✿ ❙.❧❡❝$✐♦♥ ❞❡# ♥2✉❞# ❝❛♥❞✐❞❛$# ♣♦✉% ❧✬❛❧❣♦%✐$❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦#$%❛ ✭❝%♦✐① %♦✉❣❡#✮ ♣❛%♠✐ $♦✉# ❧❡# ♥2✉❞#
❞✉ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ #✉%❢❛❝❡ ❝♦%$✐❝❛❧❡ ♠✐# B ♣❧❛$ ✭❝%♦✐① ❜❧❡✉❡#✮✳ ❖♥ ♥❡ ❣❛%❞❡ 0✉❡ ❝❡✉① ❝♦♥$❡♥✉# ❞❛♥# ✉♥❡
❡❧❧✐♣#❡ $%❛❝.❡ ❛✉$♦✉% ❞❡# ♥2✉❞# ❞✬♦%✐❣✐♥❡ ❡$ ❞❡ ✜♥✳
❇ ✿ ❆❣%❛♥❞✐##❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉%❡ ❆ #✉% ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ #.❧❡❝$✐♦♥✳
❈ ❡$ ❉ ✿ ❘❡♣%.#❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❧❡ ♣❧✉# ❝♦✉%$ ✭❡♥ %♦✉❣❡✮ $%♦✉✈. ❛✈❡❝ ❧✬❛❧❣♦%✐$❤♠❡ ❞❡ ❉✐❥❦#$%❛ ❡♥$%❡
❧❡# ♥2✉❞# ❞✬♦%✐❣✐♥❡ ❡$ ❞❡ ✜♥ ✭❝❡%❝❧❡# ✈❡%$#✮✱ %❡#♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ #✉% ❧❡ ♠♦❞4❧❡ ❞❡ #✉%❢❛❝❡ ❝♦%$✐❝❛❧❡ ❡♥ ❞❡✉①
❞✐♠❡♥#✐♦♥#✱ ❡$ ❡♥ $%♦✐# ❞✐♠❡♥#✐♦♥#✳ ▲✬❡❧❧✐♣#❡ ❞❡ #.❧❡❝$✐♦♥ ❡#$ %❡♣%.#❡♥$.❡ ❡♥ ❜❧❛♥❝✳ ▲❛ ❝♦✉%❜✉%❡ ❞❡ ❧❛
#✉%❢❛❝❡ ❝♦%$✐❝❛❧❡ $%✐❞✐♠❡♥#✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡#$ %❡♣%.#❡♥$.❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣%✐#✳ ▲❡# ❢♦♥❞# ❞❡ #✐❧❧♦♥# #♦♥$ ❡♥ ❣%✐#
❢♦♥❝.✱ $❛♥❞✐# 0✉❡ ❧❡# #✉%❢❛❝❡# ❞❡ ❣②%✐ #♦♥$ ❡♥ ❣%✐# ❝❧❛✐%✳
❞❡ ✵✳✸✼✺①✷✾❂✶✵✳✽✼✺➦ . ❧✬✐♥345✐❡✉5 ❞✬✉♥❡ ♠8♠❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦♥❝3✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ◆♦✉? ❛✈♦♥? ❞♦♥❝
✐♥❝❧✉3 ❞❛♥? ❇❆▲❈ ✉♥ ♣5♦❣5❛♠♠❡ F✉✐ ❝♦55✐❣❡ ❧❡ ❞4♣❤❛?❛❣❡ ❞❡ ❧❛ 54♣♦♥?❡ ❞❡? ✈♦①❡❧?✱ ❡♥
❢♦♥❝3✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦5❞5❡ ❞✬❛❝F✉✐?✐3✐♦♥ ❞❡? ❝♦✉♣❡?✳
✸✳✶✳✸✳✸ ❈♦%%❡❝(✐♦♥ ❞❡, ❞✐,(♦%,✐♦♥, ❣.♦♠.(%✐0✉❡, ❞❛♥, ❧❡, ✐♠❛❣❡, ❢♦♥❝(✐♦♥✲
♥❡❧❧❡,
▲❛ ❝❤❛I♥❡ ❞✬❛❝F✉✐?✐3✐♦♥ ❞❡? ❝❛53❡? 543✐♥♦3♦♣✐F✉❡? . ✶✳✺ ❚ 5❡♣♦?❛✐3 ?✉5 ❞❡? ✐♠❛❣❡?
❢♦♥❝3✐♦♥♥❡❧❧❡? ❛❝F✉✐?❡? ❛✈❡❝ ✉♥❡ ?4F✉❡♥❝❡ K❘❊❙❚❖ ♠✉❧3✐?❤♦3✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ♥✬✐♥❞✉✐?❛✐3 F✉❡
❞❡? ❞✐?3♦5?✐♦♥? ❣4♦♠435✐F✉❡? ♥4❣❧✐❣❡❛❜❧❡?✳ ❆✐♥?✐✱ ❛✉❝✉♥❡ ?35❛34❣✐❡ ❞❡ ❝♦55❡❝3✐♦♥ ❞❡ ❝❡?
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❇✱ ❋ ✿ ❙✉♣❡(♣♦*✐,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝❛(,❡ ✈♦❧✉♠✐8✉❡ ❞❡ ♣❤❛*❡ ❡♥ ❡①❝❡♥,(✐❝✐,:✱ ❛✈❛♥, ✭❇✮ ❡, ❛♣(<* ❝♦((❡❝,✐♦♥ ❞❡*
❞✐*,♦(*✐♦♥* ✭❋✮✳
❈ ✿ ❈❛(,❡ ❞❡ ❞:♣❧❛❝❡♠❡♥, ❞❡* ✈♦①❡❧* ❞❛♥* ❧❛ ❞✐(❡❝,✐♦♥ ❛♥,:(♦✲♣♦*,:(✐❡✉(❡ ✭❡♥ ✈♦①❡❧*✮✳ ▲❡* ③♦♥❡* ❧❡*
♣❧✉* ❢♦♥❝:❡* ❝♦((❡*♣♦♥❞❡♥, ❛✉① ❞:♣❧❛❝❡♠❡♥,* ❧❡* ♣❧✉* ✐♠♣♦(,❛♥,*✳
❉ ✿ ❍✐*,♦❣(❛♠♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛(,❡ ❞❡ ❞:♣❧❛❝❡♠❡♥,* ♣♦✉( ❧❡* ✈♦①❡❧* G ❧✬✐♥,:(✐❡✉( ❞❡ ❧❛ ,H,❡✳
✶✹✵
✸✳✷ ❈♦♥&'✐❜✉&✐♦♥ ❞❡ ❞✐✛.'❡♥&❡/ /♦✉'❝❡/ ❞❡ ✈❛'✐❛♥❝❡/
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❖♥ "❛✐% &✉❡ ❧❡ *❛♣♣♦*% "✐❣♥❛❧ "✉* ❜*✉✐% ❞❡" ❞♦♥♥0❡" ❛❝&✉✐"❡" ❡♥ ❘▼ ❛✉❣♠❡♥%❡ ❧♦*"&✉❡
❧✬✐♥%❡♥"✐%0 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0%✐&✉❡ "%❛%✐&✉❡ ❛✉❣♠❡♥%❡ ❬❊❞❡❧"%❡✐♥ ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✽✻✱ ●❛%✐ ❡% ❛❧✳✱
✶✾✾✼❪✳ ■❧ ❡"% ❡♥ ❡✛❡% ♣*♦♣♦*%✐♦♥♥❡❧ D ❧❛ ✈❛❧❡✉* ❞❡ ❇0✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥%✱ ❝❡*%❛✐♥" %*❛✈❛✉① ♦♥%
*0✈0❧0 &✉✬✉♥❡ ♣❛*%✐❡ ♥♦%❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥%❡♥"✐%0 ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧ ❡"%
❛%%*✐❜✉❛❜❧❡ D ❞❡" ♣*♦❝❡""✉" ♣❤②"✐♦❧♦❣✐&✉❡" ❞✐"%✐♥❝%" ❞❡ ❧✬❛❝%✐✈❛%✐♦♥ ♥❡✉*♦♥❛❧❡ ❞✬✐♥%0*K%
❬❑*M❣❡* ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✶❪✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❞♦♥❝ ♠✐" ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠0%❤♦❞❡ "✐♠♣❧❡ ♣♦✉* ❡"%✐♠❡* ❧❡"
❝♦♥%*✐❜✉%✐♦♥" ❞❡ ❞✐✛0*❡♥%❡" "♦✉*❝❡" ❞❡ ✈❛*✐❛♥❝❡" ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧ ♠❡"✉*0 D ✸❚✱ ❡%
❡♥ ♣❛*%✐❝✉❧✐❡* ❞❡ ❝❡❧❧❡ ✐♠♣✉%❛❜❧❡ ❛✉① ✈❛*✐❛%✐♦♥" ❇❖▲❉ ❡♥ *0♣♦♥"❡ D ♥♦" "%✐♠✉❧✐ ✈✐"✉❡❧"✳
❈❡%%❡ ♠0%❤♦❞❡ ❛ 0%0 ✐♠♣❧❛♥%0❡ ❡♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ▼❛%❧❛❜ "♦✉" ❧❛ ❢♦*♠❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦U%❡ D ♦✉%✐❧"✱
❝♦♠♣❛*❛♥% ❧❡" *0"✉❧%❛%" ♦❜%❡♥✉" ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥%❡♥♥❡ ✉%✐❧✐"0❡ ❡♥ *0❝❡♣%✐♦♥ D ✸ ❚✱
❡% ❡♥ ❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✉ ❞✐"♣♦"✐%✐❢ ❡①♣0*✐♠❡♥%❛❧ ✭❛♥❝✐❡♥ ♦✉ ❛❝%✉❡❧✮✳ ▲❛ ♣❛*%✐❡ ✸✳✷✳✶ ❡①♣♦"❡ ❧❡"
♣*✐♥❝✐♣❡" "♦✉"✲❥❛❝❡♥%" D ♥♦%*❡ ♠0%❤♦❞❡✱ ❡% ❧❛ ♣❛*%✐❡ ✸✳✷✳✷ *❡❣*♦✉♣❡ &✉❡❧&✉❡" *0"✉❧%❛%"
❡①%*❛✐%" ❞❡ ♥♦" ❛♥❛❧②"❡"✳
✸✳✷✳✶ ❈♦♥'(✐❜✉'✐♦♥ ❞❡. .♦✉(❝❡. ❞❡ ✈❛(✐❛♥❝❡. ❞❛♥. ❧❡ .✐❣♥❛❧ ❢♦♥❝✲
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✸✳✷✳✶✳✶ ❈♦♥'(✐(✉❛♥(' ❞✉ '✐❣♥❛❧ ❢♦♥❝(✐♦♥♥❡❧
▲❛ &✉❛❧✐%0 ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❘▼◆ ♣❡✉% K%*❡ &✉❛♥%✐✜0❡ ♣❛* ❧❡ *❛♣♣♦*% ❡♥%*❡ ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡
❞✉ "✐❣♥❛❧ ♦❜"❡*✈0 ♣♦✉* ✉♥ %✐""✉ ❡% ❧❡ ❜*✉✐% ✭*❛♣♣♦*% "✐❣♥❛❧✲"✉*✲❜*✉✐% %❡♠♣♦*❡❧✱ ❘❙❇ t✮✱
♦✉ ❡♥❝♦*❡ ♣❛* ❧❛ ❞✐✛0*❡♥❝❡ ❞❡" ❛♠♣❧✐%✉❞❡" ♣♦✉* ❞❡" "✐❣♥❛✉① ❡①%*❛✐%" ❞❡ ❞✐✛0*❡♥%" %✐""✉"
♣❛* *❛♣♣♦*% ❛✉ ❜*✉✐% ✭*❛♣♣♦*% ❝♦♥%*❛"%❡✲"✉*✲❜*✉✐%✱ ❘❈❇✮✳ ❖♥ ✉%✐❧✐"❡ ❞❡" ✐♠❛❣❡✉*" ❛✈❡❝
✉♥ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥0%✐&✉❡ ❞❡ ♣❧✉" ❡♥ ♣❧✉" ♣✉✐""❛♥%✱ ❝❛* ✐❧" ❛✉❣♠❡♥%❡♥% ❧❡ ❘❙❇ ❞❡" ✐♠❛❣❡"
❬❊❞❡❧"%❡✐♥ ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✽✻❪✱ ❡% ❞✉ ❝♦♥%*❛"%❡ ❇❖▲❉ ❬❚✉*♥❡* ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱ ❇❛♥❞❡%%✐♥✐ ❡% ❛❧✳✱
✶✾✾✹✱ ●❛%✐ ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✼❪✳ ❉✬❛✉%*❡" %*❛✈❛✉① ♦♥% ❞0♠♦♥%*0 ✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥%❛%✐♦♥ "✉♣*❛❧✐♥0❛✐*❡
❡♥%*❡ ❧❡ ❘❈❇ ❡% ❧✬✐♥%❡♥"✐%0 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ❬❚✉*♥❡* ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✸✱ ❨❛♥❣ ❡% ❛❧✳✱ ✶✾✾✾❪✳
❊♥ ■❘▼ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❧❡" ❛♥❛❧②"❡" "♦♥% ❜❛"0❡" ♣*✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥% "✉* ❧❡ ❞0❝♦✉*" %❡♠✲
♣♦*❡❧ ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉ ♠❡"✉*0 ❡♥ ❝❤❛&✉❡ ✈♦①❡❧✱ ❡% ❡♥ ♣❛*%✐❝✉❧✐❡* "✉* ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞❡ ❧❡✉*"
✢✉❝%✉❛%✐♦♥"✳ ❆ ✶✳✺ ❚✱ ❧❡" ✈❛*✐❛%✐♦♥" ♦❜"❡*✈0❡" "♦♥% %②♣✐&✉❡♠❡♥% ❞❡ ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ &✉❡❧&✉❡"
✪ ❝❡ &✉✐ ❡"% D ♣❡✐♥❡ ♣❧✉" &✉❡ ❝❡❧❧❡" ❞✉ ❜*✉✐% ✐♥%*✐♥"b&✉❡✳ ❆ ✸ ❚✱ ❧✬❛♠♣❧✐%✉❞❡ ❞❡ ❝❡"
✈❛*✐❛%✐♦♥" ❛✉❣♠❡♥%❡✳ ❉❛♥" ♥♦%*❡ ♠0%❤♦❞❡ ❞❡ ❝❛*%♦❣*❛♣❤✐❡✱ ❧❡" ✈♦①❡❧" ❝♦♥"✐❞0*0" ❝♦♠♠❡
❛❝%✐✈0" ♣❛* ❧❡" "%✐♠✉❧✐ ✈✐"✉❡❧" ♣0*✐♦❞✐&✉❡" ♥❡ "♦♥% ♣❛" ❞0%❡❝%0" "✉* ❧❛ ❜❛"❡ ❞❡ ❧❡✉* ❘❙❇
❞❛♥" ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ %❡♠♣♦*❡❧✱ ♠❛✐" ♣❛* ❧❡✉* ❘❙❇ D ❧❛ ❢*0&✉❡♥❝❡ ❞✉ "%✐♠✉❧✉" ❞❛♥" ❧❡ ❞♦✲
♠❛✐♥❡ ❢*0&✉❡♥%✐❡❧✳ ▲❛ ✜❣✉*❡ ✸✳✶✸ ♠♦♥%*❡ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥ ❞0❝♦✉*" %❡♠♣♦*❡❧ ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧
✏❛❝%✐✈0✑ ❛♣♣❛*%❡♥❛♥% D ✉♥❡ "0*✐❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛❝&✉✐"❡ ❡♥ *0♣♦♥"❡ ❛✉ "%✐♠✉❧✉" ❡♥❝♦❞❛♥%
❧✬❡①❝❡♥%*✐❝✐%0 ✈✐"✉❡❧❧❡ ❞❡ ♠❛♥✐b*❡ ♣0*✐♦❞✐&✉❡✳
▲❛ ✈❛*✐❛%✐♦♥ %❡♠♣♦*❡❧❧❡ ❞❡ ❝❡ "✐❣♥❛❧ ❡"% D ❧❛ ❢♦✐" ❝♦♥"%✐%✉0❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛*✐❛%✐♦♥ ❇❖▲❉ ❡♥
*0♣♦♥"❡ ❛✉ "%✐♠✉❧✉" ♣0*✐♦❞✐&✉❡✱ ✭❝❡ &✉✐ ❧✉✐ ❝♦♥❢b*❡ "♦♥ ❛"♣❡❝% "✐♥✉"♦e❞❛❧✮ ❡% ❞✬❛✉%*❡"
✢✉❝%✉❛%✐♦♥"✳ ❖♥ ❞✐"%✐♥❣✉❡ ❡♥ ❣0♥0*❛❧ ❞❡✉① %②♣❡" ❞❡ ❝♦♥%*✐❜✉%✐♦♥" ❛✉① ✢✉❝%✉❛%✐♦♥" ❞❡"
❞0❝♦✉*" %❡♠♣♦*❡❧" ❞❛♥" ❧❡" ✐♠❛❣❡" ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡" ✿ ❧❡" "♦✉*❝❡" ❞❡ ✈❛*✐❛♥❝❡ ✐♥"%*✉♠❡♥%❛❧❡
✭✏❜*✉✐% ✐♥"%*✉♠❡♥%❛❧✑✮ ❡% ❧❡" "♦✉*❝❡" ❞❡ ✈❛*✐❛♥❝❡ ♣❤②"✐♦❧♦❣✐&✉❡✳
❇3✉✐( ✐♥'(3✉♠❡♥(❛❧
▲❡ ❜*✉✐% ✐♥"%*✉♠❡♥%❛❧ ❡"% ♣*♦✈♦&✉0 ♣❛* ❧❡ ❜*✉✐% %❤❡*♠✐&✉❡ ❞✉ "❝❛♥♥❡* ❡% ♣❛* ❧❡" ✐♠✲
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✸ ✕ ❆❧❧✉#❡ ❝❛#❛❝'(#✐*'✐+✉❡ ❞✬✉♥ ❞(❝♦✉#* '❡♠♣♦#❡❧ ❞✬✉♥ ✈♦①❡❧ ❝♦♥*✐❞(#( ❝♦♠♠❡ ❛❝'✐✈( ❡'
♣#♦✈❡♥❛♥' ❞✬✉♥❡ *(#✐❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ✷✸✺ ✐♠❛❣❡* ❛❝+✉✐*❡* ♣❡♥❞❛♥' ❧❛ ♣#(*❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ♥♦'#❡ *'✐♠✉❧✉*
✈✐*✉❡❧ ❞✬❡①❝❡♥'#✐❝✐'( ♣(#✐♦❞✐+✉❡✳ ▲❡ #❛♣♣♦#' *✐❣♥❛❧ *✉# ❜#✉✐' < ❧❛ ❢#(+✉❡♥❝❡ ❞✉ *'✐♠✉❧✉* ❡*' ❞❡ ✷✹✳ ▲❡*
❝#♦✐① #❡♣#(*❡♥'❡♥' ❧❛ ✈❛❧❡✉# ❡♥ ✐♥'❡♥*✐'( ❞❡ ❝❡ ✈♦①❡❧ ❞❛♥* ❝❤❛+✉❡ ✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛ *(#✐❡✳
♣❡&❢❡❝)✐♦♥- ❞✉ -②-)1♠❡ ❞❡ &❛❞✐♦✲❢&56✉❡♥❝❡- ❡) ❞❡ ❣&❛❞✐❡♥)-✳ 8♦✉& ✉♥❡ &5-✐-)❛♥❝❡ ❘ :
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✸❚ ❬❋❡>❛ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✹❪✳
❉❛♥. ❧❛ ✈❛>✐❛♥❝❡ ♣❤②.✐♦❧♦❣✐=✉❡ ♦♥ ❞✐.)✐♥❣✉❡ ✉♥❡ ✏❝♦♠♣♦.❛♥)❡ ❇❖▲❉✑ σ2B✱ ❡) ✉♥❡
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>❡♥❞ ❝♦♠♣)❡ ❞❡. ❝❤❛♥❣❡♠❡♥). ❞✉ .✐❣♥❛❧ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡❧ ✭♣♦♥❞?>? ❡♥ T ∗2 ✮ ❞✉. ❛✉① ✢✉❝)✉❛✲
)✐♦♥. ❞✉ )❛✉① ❞❡ >❡❧❛①❛)✐♦♥ )>❛♥.✈❡>.❡ △R∗2✳ ❊❧❧❡ ❡.) ♣>♦♣♦>)✐♦♥♥❡❧❧❡ ^ △R∗2.TE.S✳
▲❛ ❝♦♠♣♦.❛♥)❡ σNB✱ ♣>♦♣♦>)✐♦♥♥❡❧❧❡ ^ ❙✱ ❝♦>>❡.♣♦♥❞ ❛✉① ❛✉)>❡. ✢✉❝)✉❛)✐♦♥. ♣❤②.✐♦❧♦✲
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✳✳✳✮✳
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❞✐✛?>❡♥)❡. ❬❑>D❣❡> ❛♥❞ ●❧♦✈❡>✱ ✷✵✵✶✱ ❚>✐❛♥)❛❢②❧❧♦✉ ❡) ❛❧✳✱ ✷✵✵✺❪✳ ❈❡ )②♣❡ ❞✬?)✉❞❡ >❡✲
=✉✐❡>) ❞❡ ❢❛✐>❡ ❞❡. ❛❝=✉✐.✐)✐♦♥. ♣❛>)✐❝✉❧✐L>❡. ❞?❞✐?❡. ^ ❝❡) ♦❜❥❡❝)✐❢✱ ❡♥ ❢❛✐.❛♥) ♥♦)❛♠♠❡♥)
✈❛>✐❡> ❝❡>)❛✐♥. ♣❛>❛♠L)>❡. ❞❡. .?=✉❡♥❝❡. ❝♦♠♠❡ ❧❡ ❚❊ ♦✉ ❧✬❛♥❣❧❡ ❞❡ ❜❛.❝✉❧❡♠❡♥) α.
✶✹✸
◆♦" ♣$♦♣$❡" ♦❜❥❡❝)✐❢" ,)❛✐❡♥) ❞✐✛,$❡♥)" ✿ ♥♦✉" ❛✈♦♥" ❝❤❡$❝❤, 5 ❞,)❡$♠✐♥❡$ ❧✬♦$❞$❡ ❞❡
❣$❛♥❞❡✉$ ❞❡ ❝❡" "♦✉$❝❡" ❞❡ ✈❛$✐❛♥❝❡" 5 ♣❛$)✐$ ❞❡ ♥♦" ❞♦♥♥,❡" ❞❡ ❝❛$)♦❣$❛♣❤✐❡ $,)✐♥♦✲
)♦♣✐;✉❡✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❞♦♥❝ ♠✐" ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠,)❤♦❞❡ "✐♠♣❧❡ ❜❛",❡ ✉♥✐;✉❡♠❡♥) "✉$ ❞❡"
❝❛❧❝✉❧" ❞❡ ✈❛$✐❛♥❝❡" ❞❡" "✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡❧" ♣♦✉$ ❡")✐♠❡$ ❞❡ ♠❛♥✐>$❡ ♣❧✉" ♣$,❝✐"❡ ❧❛
❝♦♠♣♦"✐)✐♦♥ ❞❡ ❧❡✉$" ✢✉❝)✉❛)✐♦♥"✳ ▲❛ "❡❝)✐♦♥ "✉✐✈❛♥)❡ ❡♥ ❞,❝$✐) ❧❡" ♣$✐♥❝✐♣❛❧❡" ,)❛♣❡"✳
✸✳✷✳✶✳✷ ❊✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥)0✐❜✉)✐♦♥ ❞✉ ❜0✉✐) ✐♥2)0✉♠❡♥)❛❧
A♦✉$ ,✈❛❧✉❡$ ❧❛ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❞✉❡ ❛✉ ❜$✉✐) ✐♥")$✉♠❡♥)❛❧ ❞❛♥" ❧❡" ✐♠❛❣❡" ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡❧❧❡"✱
♥♦✉" ❛✈♦♥" ❡①❛♠✐♥, ❧❛ ✈❛$✐❛♥❝❡ ❞❡" ❞,❝♦✉$" )❡♠♣♦$❡❧" ❝♦$$❡"♣♦♥❞❛♥)" 5 ❞❡" ✈♦①❡❧" ❞✉
✏❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✑✱ ❝✬❡")✲5✲❞✐$❡ ❞❛♥" ✉♥❡ ③♦♥❡ ❛""❡③ ,❧♦✐❣♥,❡ ❞❡ ❧❛ )F)❡ ❛✜♥ ❞✬,✈✐)❡$ ❧❛
❝♦♥)❛♠✐♥❛)✐♦♥ ❞✉ "✐❣♥❛❧ ♣❛$ ❧❡" ✏❣❤♦")"✑ ✭✈♦✐$ ✜❣✉$❡ ✸✳✶✹✳❇✮✳ ◆♦✉" ❛✈♦♥" ❢❛✐) ❧❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ",❧❡❝)✐♦♥♥❡$ ❞❡" ✈♦①❡❧" "✉$ ✉♥❡ ❝♦✉♣❡ )$❛♥"✈❡$"❡ ♠,❞✐❛♥❡ ❞❡" ✐♠❛❣❡" ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡❧❧❡"✱
❞❛♥" ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ❧❛$❣❡✉$ ❞❡ ;✉❡❧;✉❡" ✈♦①❡❧" ❞✐$✐❣,❡ ❞❛♥" ❧❛ ❞✐$❡❝)✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡
♣❤❛"❡✱ ❝✬❡")✲5✲❞✐$❡ ❛♥),$♦✲♣♦"),$✐❡✉$❡✳ ▲❡ $❡❝)❛♥❣❧❡ $♦✉❣❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉$❡ ✸✳✶✹ ✐❧❧✉")$❡ ❝❡))❡
",❧❡❝)✐♦♥✳ ▲❡" ❞❡✉① ♣❛$)✐❡" ❞❡ ❝❡))❡ ✜❣✉$❡ ♠♦♥)$❡♥) ❧❛ ♠F♠❡ ❝♦✉♣❡ ♠,❞✐❛♥❡ )$❛♥"✈❡$"❡
❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦♥❝)✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ♠❛✐" ❛✈❡❝ ✉♥❡ $❡♣$,"❡♥)❛)✐♦♥ ❞✐✛,$❡♥)❡ ❡♥ ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣$✐" ✿
❞❛♥" ❧❛ ♣❛$)✐❡ ❇ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❧❡" ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣$✐" ❝♦$$❡"♣♦♥❞❡♥) 5 ❧❛ ❣❛♠♠❡ ❞✬✐♥)❡♥"✐),
❞❡" ✈♦①❡❧" ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡))❡ ,❝❤❡❧❧❡ ♣❡$♠❡) ❞❡ ♠❡))$❡ ❡♥ ,✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡" ✏❣❤♦")"✑
❞❡ ❧❛ )F)❡ ❡) ❧❡" ❝♦♥)❛♠✐♥❛)✐♦♥" ❞✉ "✐❣♥❛❧ ❞❡ ❢♦♥❞ ♣❛$ ❧❡" ❣$❛❞✐❡♥)" ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✹ ✕ ❈♦✉♣❡ %&❛♥)✈❡&)❡ ♠,❞✐❛♥❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❡ &❡❝%❛♥❣❧❡ &♦✉❣❡✱ ❡♥ ❤❛✉%
❞❡ ❝❤❛8✉❡ ✜❣✉&❡✱ &❡♣&,)❡♥%❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❞❡ ),❧❡❝%✐♦♥ ❞❡) ✈♦①❡❧) ♣♦✉& ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❜&✉✐% ✐♥)%&✉♠❡♥%❛❧ ✳
❆ ✿ ▲❡) ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣&✐) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ )♦♥% ,❝❤❡❧♦♥♥,) ❡♥%&❡ ❧✬✐♥%❡♥)✐%, ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡% ❧✬✐♥%❡♥)✐%, ♠❛①✐♠❛❧❡
❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳
❇ ✿ ▲❡) ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣&✐) ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ )♦♥% ,❝❤❡❧♦♥♥,) ❡♥%&❡ ❧✬✐♥%❡♥)✐%, ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡% ❧✬✐♥%❡♥)✐%, ♠❛①✐♠❛❧❡
❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐&❡ ❛♣♣❛&❛>%&❡ ❞❡) ❛&%,❢❛❝%) ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ▲❡) ✐♥%❡♥)✐%,) ❞❡) ✈♦①❡❧)
❞❡ ❧❛ %?%❡ )♦♥% ❛❧♦&) )❛%✉&,❡) ✭❡♥ ❜❧❛♥❝✮✳
A♦✉$ ❝❤❛;✉❡ ✈♦①❡❧ ❞❡ ❝❡))❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ ",❧❡❝)✐♦♥✱ ❧❡ ❞,❝♦✉$" )❡♠♣♦$❡❧ ❡") ❡①)$❛✐) 5
♣❛$)✐$ ❞❡ ❧❛ ",$✐❡ )❡♠♣♦$❡❧❧❡✱ ♣✉✐" "❛ ❞,✈✐❛)✐♦♥ ")❛♥❞❛$❞ σi ❡") ❝❛❧❝✉❧,❡ ❛♣$>" ❝♦$$❡❝)✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❞,$✐✈❡ ❞❡ "❛ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❜❛"❡ ✭❞✉❡ 5 ❧❛ ✈❛$✐❛)✐♦♥ ❧❡♥)❡ ❞❡" ❝♦♥❞✐)✐♦♥" ❡①♣,$✐♠❡♥)❛❧❡"✱
❝♦♠♠❡ ❧❛ )❡♠♣,$❛)✉$❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✉$ ♣❛$ ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲❛ ✈❛0✐❛♥❝❡ )❡♠♣♦0❡❧❧❡ ❞✉❡ ❛✉
✶✹✹







❛✈❡❝ ◆ ❧❡ ♥♦♠❜!❡ ❞❡ ✈♦①❡❧& ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ &.❧❡❝$✐♦♥✳
❆✜♥ ❞❡ ❞.$❡!♠✐♥❡! ◆ ❞❡ ❢❛>♦♥ ♦♣$✐♠❛❧❡✱ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ❝❛❧❝✉❧. ❧❛ ✈❛!✐❛♥❝❡ $❡♠♣♦!❡❧❧❡
σ20 ♦❜$❡♥✉❡ ❡♥ ❢❛✐&❛♥$ ✈❛!✐❡! ❧✬.♣❛✐&&❡✉! ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ &.❧❡❝$✐♦♥ ❞❡ ✶ B ✻ ✈♦①❡❧&✳ ◆♦✉&
❛✈♦♥& ❛✉&&✐ ❡&$✐♠. ❧❛ ✈❛"✐❛♥❝❡ '♣❛)✐❛❧❡ ♠♦②❡♥♥❡ σ20s &✉! ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❞❡ &.❧❡❝$✐♦♥ ♣♦✉!
❝❡& ❞✐✛.!❡♥$❡& .♣❛✐&&❡✉!&✱ ❛✜♥ ❞❡ ✈.!✐✜❡! ❧❛ &$❛$✐♦♥♥❛!✐$. ❞✉ ❜!✉✐$ ❞❡ ❢♦♥❞ ✐♥&$!✉♠❡♥$❛❧✳






≤ 2%✮ ❡$ F✉✬❡❧❧❡& &♦♥$ ♣!❛$✐F✉❡♠❡♥$ ✐♥✈❛!✐❛♥$❡& ♣♦✉! ❧❡& ✈❛❧❡✉!& ❞✬.♣❛✐&&❡✉!
❞❡ ❜❛♥❞❡ $❡&$.❡&✳ ▲❛ ✜❣✉!❡ ✸✳✶✺ ♠♦♥$!❡ ❧✬❛❧❧✉!❡ ❝❛!❛❝$.!✐&$✐F✉❡ ❞❡& ❞.❝♦✉!& $❡♠♣♦!❡❧&
❞❡ ✈♦①❡❧& ✐♥❝❧✉& ❞❛♥& ✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ &.❧❡❝$✐♦♥ ❞❡ ✷ ✈♦①❡❧& ❞✬.♣❛✐&&❡✉!✱ ❧❡✉!& $!❛♥&❢♦!♠.❡&
❞❡ ❋♦✉!✐❡!✱ ❡$ ❧✬❤✐&$♦❣!❛♠♠❡ ❞❡ ❧❡✉! ✐♥$❡♥&✐$.&✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✺ ✕ ❈❛"❛❝$%"✐'❛$✐♦♥ ❞✉ ❜"✉✐$ ❞❡ ❢♦♥❞ ❞✬✉♥❡ '%"✐❡ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉"❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡
♠♦♥$"❡ ❧❛ '✉♣❡"♣♦'✐$✐♦♥ ❞❡' '✐❣♥❛✉① $❡♠♣♦"❡❧' ❞❡' ✈♦①❡❧' ❞✬✉♥❡ ❜❛♥❞❡ ❞❡ '%❧❡❝$✐♦♥ ❞%✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥
✜❣✉"❡ ✸✳✶✹✳ ❈❤❛=✉❡ ❞%❝♦✉"' ❡'$ "❡♣"%'❡♥$% ❡♥ ✉♥❡ ❝♦✉❧❡✉" ❞✐✛%"❡♥$❡✳ ▲❛ ✜❣✉"❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ❝♦""❡'♣♦♥❞ ?
❧❡✉" $"❛♥'❢♦"♠%❡ ❞❡ ❋♦✉"✐❡"✳ ▲❛ ✜❣✉"❡ ❞❡ ❞"♦✐$❡ ♣"%'❡♥$❡ ❧✬❤✐'$♦❣"❛♠♠❡ ❞❡' ✐♥$❡♥'✐$%' ❝♦""❡'♣♦♥❞❛♥$
? ❝❡' '✐❣♥❛✉①✳
▲❡ ❜!✉✐$ ✐♥&$!✉♠❡♥$❛❧ ❞❛♥& ❧❡& &✐❣♥❛✉① ❘▼◆ ❝♦♠♣❧❡①❡& ❡&$ ✉♥ ❜!✉✐$ ❜❧❛♥❝ ❣❛✉&✲
&✐❡♥ ✭✜❣✉!❡ ✸✳✶✺✮✳ ■❝✐ ❧❡& ♠❡&✉!❡& ♦♥$ .$. ❢❛✐$❡& &✉! ❧❡& &✐❣♥❛✉① ♠♦❞✉❧❡&✱ ❝❡ F✉✐ ❡①❧✐F✉❡
♣♦✉!F✉♦✐ ♦♥ ♦❜$✐❡♥$ ✉♥❡ ❞✐&$!✐❜✉$✐♦♥ !✐❝✐❡♥♥❡ ❡$ ♥♦♥ ❣❛✉&&✐❡♥♥❡ ♣♦✉! ❧✬❤✐&$♦❣!❛♠♠❡✳
▲❛ ✈!❛✐❡ ✈❛❧❡✉! ❞❡ ❧❛ ❞.✈✐❛$✐♦♥ &$❛♥❞❛!❞ ❞❡ ❝❡ ❜!✉✐$ ❞❛♥& ❧❡& ✐♠❛❣❡& ❝♦♠♣❧❡①❡& &❡ ❞.✲
❞✉✐$ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉! F✉❡ ♥♦✉& ❛✈♦♥& ♦❜$❡♥✉❡ B ♣❛!$✐! ❞❡& ✐♠❛❣❡& ♠♦❞✉❧❡& ♣❛! ❧❛ !❡❧❛$✐♦♥
❬●✉❞❜❥❛!$&&♦♥ ❛♥❞ S❛$③✱ ✶✾✾✺❪ ✿
σ0complexe = 1.527 ∗ σ0 ✭✸✳✺✮
✸✳✷✳✶✳✸ ❊✈❛❧✉❛)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥)"✐❜✉)✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛"✐❛♥❝❡ ♣②'✐♦❧♦❣✐6✉❡ ❛✉ "❡♣♦'
❡) ❞❡ ❧❛ ✈❛"✐❛♥❝❡ ❧✐7❡ ❛✉ ')✐♠✉❧✉'
◆♦$!❡ ♦❜❥❡❝$✐❢ .$❛✐$ ❞✬❛✈♦✐! ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉!❡ ✐❞.❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦&✐$✐♦♥ ❞❡ ♥♦& &✐❣♥❛✉①
❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧& &❛♥& ♣♦✉! ❛✉$❛♥$ !.❛❧✐&❡! ✉♥❡ .$✉❞❡ ♣♦✉&&.❡ ♥.❝❡&&✐$❛♥$ ✉♥❡ ❛❝F✉✐&✐$✐♦♥
✶✹✺
 ♣"❝✐✜&✉❡ ❝♦♠♣❧❡①❡✳ ◆♦✉ ❛✈♦♥ ❞♦♥❝ ♣3"❢"3" ♠❡553❡ ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠"5❤♦❞❡  ✐♠♣❧❡ ❡5
3❛♣✐❞❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜5❡♥✐3 ✉♥ ♦3❞3❡ ❞❡ ❣3❛♥❞❡✉3 ❞❡ ❞✐✛"3❡♥5❡  ♦✉3❝❡ ❞❡ ✈❛3✐❛♥❝❡ ❞❛♥ ♥♦ 
❛♥❛❧② ❡ ✳ ❈❡55❡ ♠"5❤♦❞❡ ♥❡  ❡ ❜❛ ❡ ♣❛  ✉3 ❧❛ ♠=♠❡ ❞"❝♦♠♣♦ ✐5✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✢✉❝5✉❛5✐♦♥ σ
&✉❡ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ❞"❝3✐5❡ ♣3"❝"❞❡♠♠❡♥5✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❞✐ 5✐♥❣✉❡3 ❧❡ ❝♦♠♣♦ ❛♥5❡ ❇❖▲❉ ❡5
✏♥♦♥✲❇❖▲❉✑ ❞❡ ✢✉❝5✉❛5✐♦♥ ♣❤② ✐♦❧♦❣✐&✉❡ ✱ ♥♦✉ ❛✈♦♥ ❝❤♦✐ ✐ ❞✬❡ 5✐♠❡3  "♣❛3"♠❡♥5
❧❛ ✈❛3✐❛♥❝❡ ❞✉  ✐❣♥❛❧ ❧✐"❡ ❛✉  5✐♠✉❧✉ ✱ ❡5 ❧❛ ✈❛3✐❛♥❝❡ ❞✉  ✐❣♥❛❧ ❞✉❡ ❛✉① ❛✉53❡ ♣3♦❝❡  ✉ 
♣❤② ✐♦❧♦❣✐&✉❡ ❡♥ ❥❡✉✳
◆♦53❡ ♠"5❤♦❞❡ ❡ 5 ❜❛ "❡  ✉3 ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ✈❛3✐❛♥❝❡  ✉3 ❞❡  ✐❣♥❛✉① 5❡♠♣♦3❡❧ 
❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧ ❡①53❛✐5 ❞❡ ✈♦①❡❧ ❝♦♥ ✐❞"3" ❝♦♠♠❡ ❛❝5✐✈" ♣"3✐♦❞✐&✉❡♠❡♥5 ♣❛3 ❧❡  5✐♠✉✲
❧✉ ✈✐ ✉❡❧ ❞✬✉♥❡ ♣❛35✱ ❡5 ❞✬❛✉53❡ ♣❛35  ✉3 ❞❡ ❞"❝♦✉3 5❡♠♣♦3❡❧ ❡①53❛✐5 ❞❡ ❝❡ ♠=♠❡ 
✈♦①❡❧ ❡♥ ❛❜ ❡♥❝❡ ❞❡  5✐♠✉❧✉ ✳ ❈❡55❡  "❧❡❝5✐♦♥  ✉3 ❧❡ ✈♦①❡❧ ❞❡  "3✐❡ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧❧❡ 
"✈❛❧✉❡ 3❡ ♣❡❝5✐✈❡♠❡♥5 ❝❡ &✉❡ ♥♦♠♠♦♥ ♣❛3 ❛❜✉ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❧❛ ✏✈❛#✐❛♥❝❡ ()✐♠✉❧✉(✑
❡5 ❧❛ ✏✈❛#✐❛♥❝❡ #❡♣♦(✑✳ ❉❛♥ ❝❡55❡ ❞"❝♦♠♣♦ ✐5✐♦♥✱ ❧❡  ♦✉3❝❡ ❞❡ ✈❛3✐❛♥❝❡ ♥❡  ♦♥5
♣❧✉ ✐♥❞"♣❡♥❞❛♥5❡ ✳ ◆♦✉ ❛✈♦♥ ❝❡♣❡♥❞❛♥5 ❝♦♥ ✐❞"3" &✉❡ ❧❡ ❝❛3❛❝5I3❡ ♦35❤♦❣♦♥❛❧ ❞❡
❧❛ ❝♦♥53✐❜✉5✐♦♥ ❞❡ ✈❛3✐❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦3♠✉❧❡ ✭✸✳✸✮ ♣♦✉3 ♥♦ ❝❛❧❝✉❧ "5❛✐5 ❝♦♥ ❡3✈"✳ ❖♥
❝♦♥ ✐❞I3❡ ❛❧♦3 &✉❡ ❧❛ ❞"✈✐❛5✐♦♥  5❛♥❞❛3❞ ❞✬✉♥ ❞"❝♦✉3 5❡♠♣♦3❡❧ ❝♦33❡ ♣♦♥❞❛♥5 M ✉♥








❛✈❡❝ σ20 ❧❛ ✈❛3✐❛♥❝❡ ❧✐"❡ ❛✉ ❜3✉✐5 ✐♥ 53✉♠❡♥5❛❧✱ σ
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◆♦✉ ❛✈♦♥ ❛❥♦✉5" M ♥♦53❡ ♣3♦❝"❞✉3❡ ❡①♣"3✐♠❡♥5❛❧❡ ❞❡ ❝❛35♦❣3❛♣❤✐❡ 3"5✐♥♦5♦♣✐&✉❡
❧✬❛❝&✉✐ ✐5✐♦♥ ❞✬✉♥❡  "3✐❡ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧❧❡  ✉♣♣❧"♠❡♥5❛✐3❡✱  ❛♥  5✐♠✉❧✉ ✱ ♣❡♥❞❛♥5 ❧❛&✉❡❧❧❡
❧❡  ✉❥❡5 ♦❜ ❡3✈❡ ✉♥ "❝3❛♥ ♥♦✐3 ❝♦♠♣♦35❛♥5 ✉♥ ♣♦✐♥5 ❞❡ ✜①❛5✐♦♥ ❝❡♥53❛❧✳ P❛3 ❧❛  ✉✐5❡✱
♥♦✉ ♥♦✉ 3"❢"3♦♥ M ❝❡55❡  "3✐❡ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ✉5✐❧✐ ❛♥5 ❧✬❛♣♣❡❧❧❛5✐♦♥ ✏ "3✐❡ ❛✉ 3❡♣♦ ✑✱
♣❛3 ♦♣♣♦ ✐5✐♦♥ ❛✉①  "3✐❡ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛❝&✉✐ ❡ ♣❡♥❞❛♥5 ❧❛ ♣3" ❡♥5❛5✐♦♥ ❞❡  5✐♠✉❧✐
✈✐ ✉❡❧ ❞❡ 3"5✐♥♦5♦♣✐❡✱ &✉❡ ♥♦✉ ♥♦♠♠❡3♦♥ ♣❛3 ❛❜✉ ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✏ "3✐❡ ❞✬❛❝5✐✈❛5✐♦♥✑ ✬✳
▲❡ ✈♦①❡❧ ❞✬✉♥❡  "3✐❡ ❞✬❛❝5✐✈❛5✐♦♥ ❝♦♥ ✐❞"3" ❝♦♠♠❡ ❛❝5✐✈" ♣❛3 ❧❡  5✐♠✉❧✉ ✈✐ ✉❡❧
 ♦♥5 ❞"5❡❝5"  ✉3 ❧❛ ❜❛ ❡ ❞❡ ❧❡✉3 ❘❙❇ ❢3"&✉❡♥5✐❡❧ ❝❛❧❝✉❧"❡ ❛♣3I 53❛♥ ❢♦3♠"❡ ❞❡ ❋♦✉3✐❡3✳
▲✬✐❞"❡ ♣3✐♥❝✐♣❛❧❡  ♦✉ ✲5❡♥❞❛♥5 ♥♦53❡ ♠"5❤♦❞❡ ❡ 5 ❞❡ ❝♦♠♣❛3❡3 ❧❛ ✈❛3✐❛♥❝❡ ❞❡ ❞"❝♦✉3 
5❡♠♣♦3❡❧ ❞❡ ❝❡ ✈♦①❡❧  ❡❧♦♥ &✉✬✐❧  ♦♥5 ❡①53❛✐5 ❞❡ ❝❡55❡  "3✐❡ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬❛❝5✐✈❛✲
5✐♦♥ ♦✉ ❜✐❡♥ ❞❡ ❧❛  "3✐❡ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ 3❡♣♦ ✳ ▲❛ ✜❣✉3❡ ✸✳✶✻ ❆✶ ♣3" ❡♥5❡ ❧✬❛❧❧✉3❡ ❞❡ 
❞"❝♦✉3 5❡♠♣♦3❡❧ ♣♦✉3 ✷✵ ✈♦①❡❧ ✏❛❝5✐✈" ✑ ❡5 ❧❛ ✜❣✉3❡ ✸✳✶✻ ❇✶ ❧❡ ❞"❝♦✉3 5❡♠♣♦3❡❧ 
❞❡ ❝❡ ♠=♠❡ ✈♦①❡❧ ✱ ♠❛✐ ❡①53❛✐5 M ♣❛35✐3 ❞❡ ❧❛  "3✐❡ ❛✉ 3❡♣♦ ✳ ▲❡ ✜❣✉3❡ ✸✳✶✻ ❆✷ ❡5
❇✷ ❝♦33❡ ♣♦♥❞❡♥5 ❛✉①  ♣❡❝53❡ ❢3"&✉❡♥5✐❡❧ 3❡ ♣❡❝5✐❢ ❞❡  ✐❣♥❛✉① 5❡♠♣♦3❡❧ ✳ ❈♦♠♠❡
♦♥ ♣♦✉✈❛✐5  ✬② ❛55❡♥❞3❡✱ ❧❡ 3" ✉❧5❛5 ♠❡55❡♥5 ❡♥ "✈✐❞❡♥❝❡ &✉❡ ❧❡ ❞"❝♦✉3 5❡♠♣♦3❡❧ ❡①✲
❤✐❜❡♥5 ✉♥❡ ❝♦♠♣♦ ❛♥5❡  ✐♥✉ ♦W❞❛❧❡ ❞✐ 5✐♥❝5❡ ♣♦✉3 ❧❛  "3✐❡ ❞✬❛❝5✐✈❛5✐♦♥✳ ❖♥ ♣❡✉5 ❡♥ ❡✛❡5
♥♦5❡3 ❧❡ ♣✐❝ M ❧❛ ❢3"&✉❡♥❝❡ f0 ✭
1
32
Hz = 0.0312 Hz✮ ❞✉  5✐♠✉❧✉ ✈✐ ✉❡❧ ❞❛♥ ❧❡  ♣❡❝53❡
❢3"&✉❡♥5✐❡❧ ❆✷✱ ❛✐♥ ✐ &✉❡  ❛ ❞❡✉①✐I♠❡ ❤❛3♠♦♥✐&✉❡ ✭M ✵✳✵✻✷✺ ❍③✮✳ ❈❡55❡ ❝❛3❛❝5"3✐ 5✐&✉❡
❞✐ ♣❛3❛[5 ♣♦✉3 ❞❡ ❞"❝♦✉3 5❡♠♣♦3❡❧ ♣♦✉3 ❧❡ ♠=♠❡ ✈♦①❡❧ ❞❡ ❧❛  "3✐❡ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧❧❡
❛❝&✉✐ ❡ ✏❛✉ 3❡♣♦ ✑✳ ▲❡  ♣❡❝53❡ ♦❜5❡♥✉ ❡♥ ❇✷ ❡ 5 ❛❧♦3 ❝❛3❛❝5"3✐ 5✐&✉❡ ❞❡ ❝❡ &✉✬♦♥ ♦❜5✐❡♥5
❞❛♥ ✉♥  ✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉✱ ❝✬❡ 5✲M✲❞✐3❡ ✉♥ ❜3✉✐5 ❢3"&✉❡♥5✐❡❧ ♣❧✉ ✐♠♣♦35❛♥5 ♣♦✉3 ❧❡ ❜❛  ❡ 
❢3"&✉❡♥❝❡ ✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ❞❡✉①  "3✐❡ ❢♦♥❝5✐♦♥♥❡❧❧❡  ♦♥5 ❛❝&✉✐ ❡ ❧♦3 ❞❡ ❧❛ ♠=♠❡  ❡  ✐♦♥✱ ❡5 &✉✬✐❧
 ✬❛❣✐5 ❞❡ ♠=♠❡ ✈♦①❡❧ ❞❡ ❧♦❜❡ ♦❝❝✐♣✐5❛✉①✱ ♦♥ ❝♦♥ ✐❞I3❡ &✉❡ ❧❛ ✈❛3✐❛♥❝❡ ❝♦♠♣♦ ❛♥5
✶✹✻
❋✐❣✉$❡ ✸✳✶✻ ✕ ❉!❝♦✉%& '❡♠♣♦%❡❧& ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥' / ✷✵ ✈♦①❡❧& ✏❛❝'✐✈!&✑ ❡①'%❛✐'& ❞❡ ❧❛ &!%✐❡ ❢♦♥❝✲
'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞✬❛❝'✐✈❛'✐♦♥ ✭❆✶✮ ♣✉✐& ❞❡ ❧❛ &!%✐❡ ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛❝>✉✐&❡ ❛✉ %❡♣♦& ✭❇✶✮✳ ▲❡ ♠♦❞✉❧❡ ❞❡ ❧❡✉%
'%❛♥&❢♦%♠!❡ ❞❡ ❋♦✉%✐❡% ❡&' %❡♣%!&❡♥'! %❡&♣❡❝'✐✈❡♠❡♥' ❡♥ ❆✷ ❡' ❇✷✳ ❖♥ ♣❡✉' ♥♦'❡% ❡♥ ❆✷ ❧❡ ❣%❛♥❞ ♣✐❝
❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥' / ❧❛ ❢%!>✉❡♥❝❡ ❞✉ &'✐♠✉❧✉& ❞❡ %!'✐♥♦'♦♣✐❡ ❢0 ❛✐♥&✐ >✉✬✉♥ ❛✉'%❡ ♣✐❝ ♣❧✉& ♣❡'✐' ❝♦%%❡&♣♦♥✲
❞❛♥'& / ❧✬❤❛%♠♦♥✐>✉❡& 2.f0✳
❧❡' '✐❣♥❛✉① .❡♠♣♦2❡❧' ❞❡ ✸✳✶✻✳❆✶ ❝♦♠♣2❡♥❞ ❧❛ ♠6♠❡ ✈❛2✐❛♥❝❡ 8✉❡ ❝❡❧❧❡ ♠❡'✉29❡ ❡♥ ❇✶
'✉2 ❝❡' ♠6♠❡' ✈♦①❡❧'✱ < ❧❛8✉❡❧❧❡ '❡ 2❛❥♦✉.❡ ❧❛ ✈❛2✐❛♥❝❡ ❧✐9❡ ❛✉ '.✐♠✉❧✉'✳ ❈❡..❡ ❤②♣♦.❤A'❡
♥♦✉' ♣❡2♠❡. ❞✬♦❜.❡♥✐2 ❧❛ ❞9❝♦♠♣♦'✐.✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥.2✐❜✉.✐♦♥ ❞❡' .2♦✐' .②♣❡' ❞❡ ✈❛2✐❛♥❝❡'
❞❛♥' ❧❡' '✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝.✐♦♥♥❡❧' ❛❝.✐✈9'✱ '❡❧♦♥ ❧❡ ♣2✐♥❝✐♣❡ '✉✐✈❛♥. ✿
❖♥ ❝♦♥'✐❞A2❡ 8✉❡ ❧❛ ✈❛2✐❛♥❝❡ .♦.❛❧❡ ❞❡' ❞9❝♦✉2' .❡♠♣♦2❡❧' ❞❡ ❧❛ '92✐❡ 2❡♣♦' ✭✜❣✉2❡
✸✳✶✻✳❇✶✮ ❡'. ❝♦♠♣♦'9❡ < ❧❛ ❢♦✐' ❞❡ ❜2✉✐. ✐♥'.2✉♠❡♥.❛❧ ❡. ❞❡ ✈❛2✐❛♥❝❡ 2❡♣♦'✳ ▲❛ ✈❛2✐❛♥❝❡
σ20 ❞✉❡ ❛✉ ❜2✉✐. ✐♥'.2✉♠❡♥.❛❧ ❛ 9.9 ❝❛❧❝✉❧9❡ ♣29❛❧❛❜❧❡♠❡♥. '❡❧♦♥ ❧❛ ♠9.❤♦❞❡ ❡①♣♦'9❡ ❡♥









i − σ20)/N ✭✸✳✼✮
✶✹✼
❛✈❡❝ ◆ ❧❡ ♥♦♠❜*❡ ❞❡ ✈♦①❡❧- -.❧❡❝/✐♦♥♥.-✱ (σrt)
2
i ❧❛ ✈❛*✐❛♥❝❡ /♦/❛❧❡ ❞✉ ❞.❝♦✉*- /❡♠♣♦✲
*❡❧ ❞✉ ie`me ✈♦①❡❧✳ ❖♥ ❝♦♥-✐❞7*❡ ❡♥-✉✐/❡ 8✉❡ ❧❛ ✈❛*✐❛♥❝❡ /♦/❛❧❡ σt ❞❡- ❞.❝♦✉*- /❡♠♣♦*❡❧-
❞❡ ❧❛ -.*✐❡ ❞✬❛❝/✐✈❛/✐♦♥ ✭✜❣✉*❡ ✸✳✶✻✳❆✶✮ ❡-/ ❝♦♠♣♦-.❡ ❞❡- /*♦✐- -♦✉*❝❡- ❞❡ ✈❛*✐❛♥❝❡-







(σt)2i − (σrt)2i )/N ✭✸✳✽✮
❛✈❡❝ (σt)
2
i ❧❛ ✈❛*✐❛♥❝❡ /♦/❛❧❡ ❞✉ ❞.❝♦✉*- /❡♠♣♦*❡❧ ❞✉ ✐✲7♠❡ ✈♦①❡❧✳
◆♦✉- ❡-/✐♠♦♥- ❧✬♦*❞*❡ ❞❡ ❣*❛♥❞❡✉* ❞❡ ❧❛ ❝♦♥/*✐❜✉/✐♦♥ ❞❡- /*♦✐- /②♣❡- ❞❡ ✈❛*✐❛♥❝❡-
❞❛♥- ❧❛ ✈❛*✐❛♥❝❡ /♦/❛❧❡ σ2totale ❞❡- -✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡❧- ❛❝8✉✐- ❡♥ ❝❛*/♦❣*❛♣❤✐❡ *./✐♥♦/♦✲
♣✐8✉❡✱ ❡/ ♥♦✉- ♣*♦❥❡/♦♥- ❞✬✉/✐❧✐-❡* ❝❡//❡ ♠./❤♦❞❡ ♣♦✉* ❝♦♠♣❛*❡* ❝❡- ♦*❞*❡- ❞❡ ❣*❛♥❞❡✉*
❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉ ❞✐-♣♦-✐/✐❢ ❡①♣.*✐♠❡♥/❛❧✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥- 8✉❡ ♥♦- ✐♠❛❣❡- -♦♥/ ❛❝8✉✐-❡- I ✸ ❚
❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛♥/❡♥♥❡ ❝*K♥❡ ❡♥ .♠✐--✐♦♥✴*.❝❡♣/✐♦♥ ❡/ ✉♥❡ -.8✉❡♥❝❡ ❊N■ ✭❚❊ ❂ ✸✵ ♠-✮✳ ▲❡-
✈♦①❡❧- ♦♥/ ✉♥❡ /❛✐❧❧❡ ✐-♦/*♦♣❡ ❞❡ ✸①✸①✸ ♠♠
2
✳
◆♦✉- ❛✈♦♥- ❞♦♥❝ ❡①♣*✐♠. ❧❡- *.-✉❧/❛/- ❞❡ ♥♦- ❡-/✐♠❛/✐♦♥- ❞❡- /*♦✐- /②♣❡- ❞❡ ✈❛✲













❈❡( ♣♦✉,❝❡♥/❛❣❡( ❞3♣❡♥❞❡♥/ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉, ❞✉ ❘❙❇ ❢,3:✉❡♥/✐❡❧ ❝❤♦✐(✐❡ ♣♦✉, (3❧❡❝/✐♦♥✲
♥❡, ❧❡( ✈♦①❡❧( ❝♦♥(✐❞3,3( ❝♦♠♠❡ ❛❝/✐✈3( ♣❛, ❧❡ (/✐♠✉❧✉(✳ ❊♥ ❡✛❡/✱ ♣❧✉( ❝❡ ❘❙❇ ❡(/ 3❧❡✈3✱
♣❧✉( ❧✬❛♠♣❧✐/✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦(❛♥/❡ (✐♥✉(♦D❞❛❧❡ ❞❡( (✐❣♥❛✉① ❞❛♥( ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ /❡♠♣♦,❡❧
❡(/ ✐♠♣♦,/❛♥/❡✱ ❡/ ❞♦♥❝ ♣❧✉( ❧❛ ✈❛,✐❛♥❝❡ ,❡❧❛/✐✈❡ ❞✉ ❞3❝♦✉,( /❡♠♣♦,❡❧ ❛//,✐❜✉❛❜❧❡ ❛✉
(/✐♠✉❧✉( ❡(/ 3❧❡✈3❡✳
◆♦✉( ❛✈♦♥( ❛♣♣❧✐:✉3 ♥♦/,❡ ♠3/❤♦❞❡ (✉, ❧❡( ❞♦♥♥3❡( ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡❧❧❡( ,3/✐♥♦/♦♣✐:✉❡(
❞❡ ✻ (✉❥❡/( ♣♦✉, ❧❡(:✉❡❧( ✉♥❡ (3,✐❡ ,❡♣♦( ❛✈❛✐/ 3/3 ❛❝:✉✐(❡ ❞✉,❛♥/ ❧✬❡①❛♠❡♥✳ ◆♦✉( ❛✈♦♥(
/❡(/3 ❞✐✛3,❡♥/❡( ✈❛❧❡✉,( ❞❡ ❘❙❇ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉, ❝♦♥(✐❞3,❡, :✉✬✉♥ ✈♦①❡❧ ❡(/ (✐❣♥✐✜❝❛/✐✲
✈❡♠❡♥/ ❛❝/✐✈3✳ ▲❡ /❛❜❧❡❛✉ ✸✳✷✳✶✳✸ ♣,3(❡♥/❡ ❧❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❡/ ❧❛ ❞3✈✐❛/✐♦♥ (/❛♥❞❛,❞ ❞❡(
♣♦✉,❝❡♥/❛❣❡( ❞❡( ✈❛,✐❛♥❝❡( (✉, ❧❡( ✻ (✉❥❡/(✱ ♣♦✉, ✽ ✈❛❧❡✉,( ❞❡ ❘❙❇✳ ▲❡( ❝♦✉,❜❡( ❞❡
❧❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✶✼ ♠♦♥/,❡♥/ ❧❛ ❞3♣❡♥❞❛♥❝❡ ❛✉ ❘❙❇ ♠✐♥✐♠❛❧ ❝❤♦✐(✐ ❞❡( ❝♦♥/,✐❜✉/✐♦♥( ❞❡( ✸
/②♣❡( ❞❡ ✈❛,✐❛♥❝❡( ❞❛♥( ❧❡( (✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝/✐♦♥♥❡❧(✳
▲✬❛❧❧✉,❡ ❞❡ ❧✬3✈♦❧✉/✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣,♦♣♦,/✐♦♥ ❞❡( ✈❛,✐❛♥❝❡( ❡♥ ❢♦♥❝/✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇ ❞❡( ✈♦①❡❧(
❞❡ ❧❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✶✼ ❡(/ ❝♦♠♣❛,❛❜❧❡ ❝❤❡③ /♦✉( ❧❡( (✉❥❡/( 3/✉❞✐3(✳ ▲❡( ,3(✉❧/❛/( ♠❡//❡♥/ ❡♥
✶✹✽
❘❙❇ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡) ✸ ✻ ✾ ✶✷ ✶✺ ✶✽ ✷✶ ✷✹
✈♦①❡❧) ✏❛❝9✐✈:)✑
 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✶✸✱✽ ✶✷✱✷ ✶✷ ✶✶✱✹ ✶✵✱✶ ✾ ✼✱✽ ✼✱✷
✈❛#✐❛♥❝❡ ✏✐♥/'#✉♠❡♥'❛❧❡✑  0
 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✺✼✱✹ ✺✵✱✾ ✹✾✱✹ ✹✻✱✼ ✹✹✱✸ ✹✶✱✹ ✸✽✱✻ ✸✽✱✷
✈❛#✐❛♥❝❡ ✏#❡♣♦/✑  r
 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✷✽✱✽ ✸✻✱✾ ✸✽✱✻ ✹✶✱✾ ✹✺✱✻ ✹✾✱✻ ✺✸✱✻ ✺✹✱✻
✈❛#✐❛♥❝❡ ✏/'✐♠✉❧✉/✑  S
❉4✈✐❛'✐♦♥ /'❛♥❞❛#❞ ❞❡  0 ✶✶✱✼✻ ✶✵✱✶ ✶✵✱✷ ✶✵✱✶ ✾ ✽✱✶ ✼✱✷ ✻✱✻
❉4✈✐❛'✐♦♥ /'❛♥❞❛#❞ ❞❡  r ✼✱✾ ✾✱✻ ✾✱✽ ✾✱✾ ✾✱✾ ✾✱✶ ✽✱✸ ✶✵✱✾
❉4✈✐❛'✐♦♥ /'❛♥❞❛#❞ ❞❡  S ✾✱✷ ✽✱✸ ✻✱✸ ✻ ✻✱✺ ✻✱✺ ✼✱✶ ✾✱✻
❚❛❜❧❡ ✸✳✶ ✕ ❱❛❧❡✉%& ♠♦②❡♥♥❡& ♦❜,❡♥✉❡& - ♣❛%,✐% ❞❡& ❛♥❛❧②&❡& ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦&✐,✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛%✐❛♥❝❡ ❞❡& &✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧& ❢❛✐,❡& &✉% ✻ &✉❥❡,&✱ ❡, ❝❛❧❝✉❧9❡& ♣♦✉% ❞✐✛9%❡♥,❡& ✈❛❧❡✉%&
♠✐♥✐♠❛❧❡& ❞❡ ❘❙❇ - ♣❛%,✐% ❞❡&>✉❡❧❧❡& ♦♥ &9❧❡❝,✐♦♥♥❡ ❧❡& ✈♦①❡❧& ❛❝,✐✈9& ♣❛% ❧❡ &,✐♠✉❧✉&
✈✐&✉❡❧✳ ▲❡& ✈❛❧❡✉%& ♣%9&❡♥,9❡& ♥❡ &♦♥, ♣❛& ❧❡& ✈❛❧❡✉%& ❛❜&♦❧✉❡&✱ ♠❛✐& &♦♥, ❝❡❧❧❡& %❛♠❡♥9❡&
❡♥ ♣♦✉%❝❡♥,❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛%✐❛♥❝❡ ,♦,❛❧❡ ❞❡& ❞9❝♦✉%& ,❡♠♣♦%❡❧& ❞❡& ✈♦①❡❧& ❛❝,✐✈9&✳
+✈✐❞❡♥❝❡ 2✉❡ ❞❛♥5 ♥♦5 ❝♦♥❞✐7✐♦♥5 ❡①♣+:✐♠❡♥7❛❧❡5✱ ❧❡ ❜:✉✐7 ✐♥57:✉♠❡♥7❛❧ ❝♦♥7:✐❜✉❡ ♣♦✉:
❡♥✈✐:♦♥ ✶✵✪ ❞❡ ❧❛ ✈❛:✐❛♥❝❡ ❞❛♥5 ♥♦5 5✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝7✐♦♥♥❡❧5✳ ▲❛ ✈❛:✐❛♥❝❡ 7♦7❛❧❡ ❡57 ❞♦♥❝
♣:✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥7 ❛77:✐❜✉❛❜❧❡ ❛✉① ✢✉❝7✉❛7✐♦♥5 ♣❤②5✐♦❧♦❣✐2✉❡5 ♠❡5✉:+❡5✳ ▲❛ ♣❛:7 ❞❡ ❝❡5
✢✉❝7✉❛7✐♦♥5 ❛77:✐❜✉❛❜❧❡ F ❧❛ :+♣♦♥5❡ ❛✉ 57✐♠✉❧✉5 ✈✐5✉❡❧ ✭❡♥ ❜❧❡✉ 5✉: ❧❛ ✜❣✉:❡ ✸✳✶✼✮ ❡57
❞✬❛✉7❛♥7 ♣❧✉5 ✐♠♣♦:7❛♥7❡ 2✉❡ ❧✬♦♥ ❝♦♥5✐❞K:❡ ❞❡5 ✈♦①❡❧5 ❛✈❡❝ ✉♥ ❘❙❇ +❧❡✈+✱ ❝❡ 2✉✐ ❡57
❧♦❣✐2✉❡✳ ❉❡ ♣❧✉5 ♦♥ ❝♦♥57❛7❡ 2✉❡ ❧❛ ❝♦♥7:✐❜✉7✐♦♥ ❞✉ 57✐♠✉❧✉5 ✈✐5✉❡❧ F ❧❛ ✈❛:✐❛♥❝❡ 7♦7❛❧❡
❞✉ 5✐❣♥❛❧ ❡57 ❞✉ ♠P♠❡ ♦:❞:❡ ❞❡ ❣:❛♥❞❡✉: 2✉❡ ❧❡5 ❛✉7:❡5 ✈❛:✐❛7✐♦♥5 ♣❤②5✐♦❧♦❣✐2✉❡5 ✭❡♥
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 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✸✾✱✷ ✸✽✱✽ ✸✺ ✸✷✱✼ ✷✾✱✸ ✷✺✱✶ ✷✺✱✼
✈❛#✐❛♥❝❡ ✏#❡♣♦/✑  r
 ♦✉#❝❡♥'❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✹✻✱✷ ✹✼✱✶ ✺✷✱✽ ✺✻✱✹ ✻✶✱✸ ✻✻✱✼ ✻✼✱✷
✈❛#✐❛♥❝❡ ✏/'✐♠✉❧✉/✑  S
σ0 ✼✵✱✷ ✼✵✱✷ ✼✵✱✷ ✼✵✱✷ ✼✵✱✷ ✼✵✱✷ ✼✵✱✷
σr ✶✶✺✱✷ ✶✶✻✱✼ ✶✶✽✱✼ ✶✷✶✱✽ ✶✷✹ ✶✷✸ ✶✸✸✱✺
σS ✶✷✺ ✶✷✽✱✺ ✶✹✺✱✽ ✶✻✵ ✶✼✾✱✹ ✷✵✵✱✸ ✷✶✻✱✷
❚❛❜❧❡ ✸✳✺ ✕ ❱❛❧❡✉%& ♦❜)❡♥✉❡& &✉% ❧❡ &✉❥❡) ★✷ . ✶✳✺ ❚ ✭)❛❜❧❡❛✉ &✉♣5%✐❡✉%✮ ❡) . ✸ ❚ ✭)❛❜❧❡❛✉
✐♥❢5%✐❡✉%✮ ❞❡& ❝♦♥)%✐❜✉)✐♦♥& ❞❡& )%♦✐& )②♣❡& ❞❡ ✈❛%✐❛♥❝❡ ✭❡♥ ♣♦✉%❝❡♥)❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛%✐❛♥❝❡ )♦)❛❧❡✮ ❡♥
✉)✐❧✐&❛♥) ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ &5❧❡❝)✐♦♥ ❞❡& ✈♦①❡❧& ✏%❡♣♦&✑ &✉% ❧❛ ❜❛&❡ ❞❡ ❧❡✉% ❘❙❇ ❞❛♥& ❧❡& &5%✐❡& ❞✬❛❝)✐✈❛)✐♦♥✳ ▲❡&
❝♦♥)%✐❜✉)✐♦♥& &♦♥) ❝❛❧❝✉❧5❡& ❛✈❡❝ ❞❡& ✈❛❧❡✉%& ❞✐✛5%❡♥)❡& ❞❡ ❘❙❇ ♠✐♥✐♠❛❧ ♣♦✉% &5❧❡❝)✐♦♥♥❡% ❧❡& ✈♦①❡❧&
❛❝)✐✈5& ♣❛% ❧❡ &)✐♠✉❧✉&✳ ▲❡& ✈❛❧❡✉%& ❞❡& ❞5✈✐❛)✐♦♥& &)❛♥❞❛%❞& σ0✱ σr ❡) σS ❝♦%%❡&♣♦♥❞❛♥) %❡&♣❡❝)✐✈❡♠❡♥)
❛✉① ✈❛%✐❛♥❝❡& ✏✐♥&)%✉♠❡♥)❛❧❡✑✱ ✏%❡♣♦&✑ ❡) ✏&)✐♠✉❧✉&✑ &♦♥) ❡❧❧❡& ❛✉&&✐ ♣%5&❡♥)5❡&✳
✶✺✽
▲✬✐♥$❡&♣&($❛$✐♦♥ ❞❡, &(,✉❧$❛$, ❡,$ ❝♦♠♣❧✐1✉(❡ ♣❛& ❧❡ ❢❛✐$ 1✉❡ ❧❡, ❝♦♥❞✐$✐♦♥, ❞✬❛❝1✉✐✲
,✐$✐♦♥, ❡♥$&❡ ❧❡, ❡①❛♠❡♥, 5 ✶✱✺ ❚ ❡$ ✸ ❚ ❞✐✛<&❡♥$ ,✉& ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣♦✐♥$, ✿ ❧❡, ❞♦♥♥(❡,
❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡, 5 ✶✳✺ ❚ ($❛✐❡♥$ ❛❝1✉✐,❡, ,✉& ✉♥ ✐♠❛❣❡✉& A❤✐❧✐♣, 5 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥$❡♥♥❡
❞❡ ,✉&❢❛❝❡ ❡$ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ,(1✉❡♥❝❡ A❘❊❙❚❖✱ ❛❧♦&, 1✉❡ ❧❡, ♥♦✉✈❡❧❧❡, ❞♦♥♥(❡, 5 ✸ ❚ ,♦♥$
❛❝1✉✐,❡, ,✉& ✉♥ ✐♠❛❣❡✉& ❇&✉❦❡& 5 ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ❛♥$❡♥♥❡ ❝&J♥❡ ❡$ ❞✬✉♥❡ ,(1✉❡♥❝❡ ❊A■✳ ▲❡,
✈❛❧❡✉&, ❞❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛,,❛♥$❡ ❡$ ❧❡, $❛✐❧❧❡, ❞❡, ✈♦①❡❧, ,♦♥$ ❡❧❧❡, ❛✉,,✐ ❞✐✛(&❡♥$❡,✳ ❈♦♠♠❡
♥♦✉, ❧✬❛✈♦♥, ✈✉ ❧✬✉$✐❧✐,❛$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♥$❡♥♥❡ ❞❡ ,✉&❢❛❝❡ ❛✉❣♠❡♥$❡ ❧❛ ♣&♦♣♦&$✐♦♥ ❞❡ ❧❛
✈❛&✐❛♥❝❡ ❧✐(❡ ❛✉ ,$✐♠✉❧✉, ❞❛♥, ❧❛ ✈❛&✐❛♥❝❡ $♦$❛❧❡ ✿ ♥♦✉, ♥✬❛✈♦♥, ❝❡♣❡♥❞❛♥$ ♣❛, ❞✬✐♥❞✐✲
❝❛$✐♦♥, ,✉& ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉& ❞❡ ❝❡$$❡ ❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ 5 ✶✳✺ ❚✳ ❉❡ ♠N♠❡ ♥♦✉, ❛✈♦♥,
✈✉ 1✉❡ ❧❛ ♠($❤♦❞❡ ❞❡ ,(❧❡❝$✐♦♥ ❞❡, ✈♦①❡❧, ✏&❡♣♦,✑ ,♦✉,✲❡,$✐♠❡ ❧❛ ❝♦♥$&✐❜✉$✐♦♥ ❞✉ ❜&✉✐$
❛,,✐♠✐❧( ❛✉ ❜&✉✐$ ♣❤②,✐♦❧♦❣✐1✉❡✱ ♠❛✐, ♥♦✉, ♥✬❛✈♦♥, ♣❛, ❞✬♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉& ,✉& ✉♥❡
(✈❡♥$✉❡❧❧❡ ,♦✉,✲❡,$✐♠❛$✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❜&✉✐$ 5 ✶✳✺ ❚✳ ■❧ ,❡ ♣❡✉$ ❛✉,,✐ 1✉❡ ❧❛ ♠($❤♦❞❡ ❜❛,(❡
,✉& ❧❛ ,(&✐❡ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡ ❛✉ &❡♣♦, ,✉&✲❡,$✐♠❡ ❧❡ ❜&✉✐$ ♣❤②,✐♦❧♦❣✐1✉❡✳ ❈❡, &(,✉❧$❛$, ♥❡
♣❡&♠❡$$❡♥$ ❞♦♥❝ ❡♥ ❛✉❝✉♥ ❝❛, ❞❡ ♣♦✉✈♦✐& $✐&❡& ❞❡, ❝♦♥❝❧✉,✐♦♥, ❢♦♥❞(❡, ,✉& ❧✬✐♥✢✉❡♥❝❡
,❡✉❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥$❡♥,✐$( ❞✉ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥($✐1✉❡ ,$❛$✐1✉❡ ,✉& ❧❡, ❝♦♠♣♦,❛♥$❡, ❞❡ ❧❛ ✈❛&✐❛♥❝❡
❞❡, ,✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧,✳ ■❧, ♣❡&♠❡$$❡♥$ ❝❡♣❡♥❞❛♥$ ❞❡ ❢❛✐&❡ 1✉❡❧1✉❡, ♦❜,❡&✈❛$✐♦♥, ❣(✲
♥(&❛❧❡,✳
❈♦♠♠❡ ❧❡ ♣&(❞✐$ ❧❛ ❧✐$$(&❛$✉&❡✱ ❧❡, &(,✉❧$❛$, ♠❡$$❡♥$ ❡♥ (✈✐❞❡♥❝❡ 1✉✬5 ✶✳✺ ❚✱ ❧❛
✈❛&✐❛♥❝❡ ❞✉ ,✐❣♥❛❧ ❧✐(❡ ❛✉ ,$✐♠✉❧✉, ❡,$ ❧(❣<&❡♠❡♥$ ,✉♣(&✐❡✉&❡ 5 ❧✬♦&❞&❡ ❞❡ ❣&❛♥❞❡✉&
❞✉ ❜&✉✐$ ✐♥,$&✉♠❡♥$❛❧✳ ❆ ❝❡$$❡ ✐♥$❡♥,✐$( ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥($✐1✉❡✱ ❧❡ ❜&✉✐$ ✐♥,$&✉♠❡♥$❛❧
❞♦♠✐♥❡ ❧❡ ❜&✉✐$ ✏&❡♣♦,✑✱ 1✉✐ ❡,$ ❛,,✐♠✐❧( ❛✉ ✏❜&✉✐$ ♣❤②,✐♦❧♦❣✐1✉❡✑✳ ❆ ✸ ❚✱ ❧❛ ✈❛&✐❛♥❝❡
,$✐♠✉❧✉, ❡,$ ❞(,♦&♠❛✐, ,✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡♠❡♥$ ,✉♣(&✐❡✉&❡ ❛✉ ❜&✉✐$ ✐♥,$&✉♠❡♥$❛❧✱ ♠❛✐, ❝✬❡,$
♠❛✐♥$❡♥❛♥$ ❧❡ ❜&✉✐$ &❡♣♦, 1✉✐ ❞♦♠✐♥❡ ❧❡ ❜&✉✐$ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖♥ ♣❡✉$ 1✉❛♥$✐✜❡& ❝❡$ ❡✛❡$
❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥$ ❧❡ ❘❙❇ $❡♠♣♦&❡❧ ❞❡, ✐♠❛❣❡, ❡♥ ♥❡ ❝♦♥,✐❞(&❛♥$ ❞❛♥, ✉♥ ♣&❡♠✐❡& $❡♠♣, 1✉❡
❧❡ ❜&✉✐$ ✐♥,$&✉♠❡♥$❛❧ ✿ RSBt0 =
S
σ0
✳ ❖♥ $&♦✉✈❡ ❛❧♦&, ♣♦✉& ❧❡ ,✉❥❡$ ★✶ ✿ RSBt0 ≃ 70 5
✶✳✺ ❚ ❡$ RSBt0 ≃ 154 5 ✸❚✱ ❡$ ♣♦✉& ❧❡ ,✉❥❡$ ★✷ RSBt0 ≃ 72 ❡$ RSBt0 ≃ 125 5 ✶✳✺ ❚
❡$ ✸ ❚ &❡,♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$✳
✶✺✾
✸✳✸ ❊✈❛❧✉❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝' ❞❡1 ❞✐1'♦21✐♦♥1 ❣4♦♠4'2✐5✉❡1
1✉2 ❧❡1 ❝❛2'❡1 24'✐♥♦'♦♣✐5✉❡1
▲❛ "#$✉❡♥❝❡ ❊*■ #,❛✐, ❞#❥0 ❞✐"♣♦♥✐❜❧❡ "✉5 ♥♦,5❡ ♥♦✉✈❡❧ ✐♠❛❣❡✉5 0 ✸ ❚✳ ❊❧❧❡ ❡", 5❛✲
♣✐❞❡✱ "❡♥"✐❜❧❡ ❛✉① ✈❛5✐❛,✐♦♥" ❞❡ "✉"❝❡♣,✐❜✐❧✐,# ♠❛❣♥#,✐$✉❡ ❡, ❞♦♥❝ 0 ❧✬❡✛❡, ❇❖▲❉✱ ♠❛✐"
❡❧❧❡ #❣❛❧❡♠❡♥, "❡♥"✐❜❧❡ ❛✉① ❤#,#5♦❣#♥#✐,#" ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥#,✐$✉❡ ",❛,✐$✉❡✱ ❝❡ $✉✐ ❛ ♣♦✉5
❡✛❡, ❞❡ ♣5♦✈♦$✉❡5 ❞❡" ❞✐"#♦%"✐♦♥" ❣(♦♠(#%✐*✉❡" ❞❛♥" ❧❡" ✐♠❛❣❡"✳ ❈❡" ❞✐",♦5"✐♦♥" "❡
,5❛❞✉✐"❡♥, ♣❛5 ❞❡" ❞#♣❧❛❝❡♠❡♥," ❞❡" ✈♦①❡❧" ❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧" ❞❛♥" ❧❛ ❞✐5❡❝,✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡
♣❤❛"❡✱ ❝✬❡",✲0✲❞✐5❡ ❧❛ ❞✐5❡❝,✐♦♥ ❛♥,#5♦✲♣♦",#5✐❡✉5❡ ✭❖②✮ ❞❛♥" ♥♦" ❝♦♥❞✐,✐♦♥" ❡①♣#5✐♠❡♥✲
,❛❧❡"✳ ▲✬#,❛♣❡ ❞❡ ❝♦55❡❝,✐♦♥ ❞❡" ❞✐",♦5"✐♦♥" "❡ ❜❛"❡ "✉5 ✉♥❡ ❝❛5,❡ ❞❡ ❝❡" ❞#♣❧❛❝❡♠❡♥,"
$✉✐ ❡", ❝❛❧❝✉❧#❡ 0 ♣❛5,✐5 ❞✬✉♥❡ ❝❛5,❡ ❞❡" ✐♥❤♦♠♦❣#♥#✐,#" ❞❡ ❝❤❛♠♣ ",❛,✐$✉❡ ❛❝$✉✐"❡
♣♦✉5 ❝❤❛$✉❡ "✉❥❡,✳ ◆♦✉" ❞✐"♣♦"♦♥" ❞♦♥❝ ❞❡" ❝♦♦5❞♦♥♥#❡" ,5✐❞✐♠❡♥"✐♦♥♥❡❧❧❡" ❞❡" ✈♦①❡❧"
❢♦♥❝,✐♦♥♥❡❧" ❛✈❛♥, ❡, ❛♣5K" ❝♦55❡❝,✐♦♥ ❞❡" ❞✐",♦5"✐♦♥" ❣#♦♠#,5✐$✉❡"✳
❏✉"$✉✬0 ♣5#"❡♥,✱ ❧✬❡✛❡, ❞❡ ❝❡" ❞✐",♦5"✐♦♥" ❛✈❛✐, #,# #✈❛❧✉# ♣♦✉5 ❞❡" #,✉❞❡" ✈♦❧✉✲
♠✐$✉❡"✱ 5❡❝❛❧#❡" ❞❛♥" "✉5 ❧❡ 5#❢#5❡♥,✐❡❧ ❞✉ ▼◆■✱ ❡, ❝♦♥❝❡5♥❛✐, ❧❡ ❝♦5,❡① ♠♦,❡✉5 ♦✉
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#❛♥❝❡ ❣+♦❞+"✐-✉❡ "✉/ ❧❛ ❞✐"#❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ✳ ❊♥ ❡✛❡0✱ 2✐ ♦♥ ❛22✐♠✐❧❡ ❧❡ ❢♦♥❞ ❞✬✉♥
2✐❧❧♦♥ ❝♦+0✐❝❛❧ D ✉♥ ❞❡♠✐✲❝❡+❝❧❡ ❞❡ +❛②♦♥ + ✭✈♦✐+ ✜❣✉+❡ ✸✳✷✷✮✱ ♦♥ ♣❡✉0 ❡20✐♠❡+ 4✉✬✉♥
+❛♣♣♦+0 R ≥ π
2
❝♦++❡2♣♦♥❞ D ✉♥❡ ❡++❡✉+ ❝+♦22✲❜❛♥❦✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✷ ✕ ❙❝❤#♠❛ ❞✬✉♥ ❢♦♥❞ ❞❡ -✐❧❧♦♥✱ ❛♣♣2♦①✐♠# 4 ✉♥ ❞❡♠✐✲❝❡2❝❧❡✳ ▲❛ ❞✐-8❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❉❡
✭❡♥ ❜❧❡✉✮ ❡8 ❣#♦❞#-✐>✉❡ ❉❣ ✭❡♥ 2♦✉❣❡✮ ❝♦22❡-♣♦♥❞❡♥8 ❛✉ ❝❛- ❧✐♠✐8❡ 4 ♣❛28✐2 ❞✉>✉❡❧ ♦♥ ❝♦♥-✐❞?2❡ >✉✬✉♥
✈♦①❡❧ ❡-8 ♣2♦❥❡8# -✉2 ✉♥ ❝♦8# ❞✐✛#2❡♥8 ❞✉ -✐❧❧♦♥✱ ❛♣2?- ❝♦22❡❝8✐♦♥ ❞❡- ❞✐-8♦2-✐♦♥-✳
▲❡2 ❞✐20❛♥❝❡2 ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡2 ♦♥0 %0% ❝❛❧❝✉❧%❡2 ❞✐+❡❝0❡♠❡♥0 ❞❛♥2 ❧✬❡2♣❛❝❡ 0+✐❞✐♠❡♥2✐♦♥✲
♥❡❧ ❞✉ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ 2✉+❢❛❝❡ ❝♦+0✐❝❛❧❡✳ ▲❡2 ❞✐20❛♥❝❡2 ❣%♦❞%2✐4✉❡2 ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ 2✉+❢❛❝❡
❝♦+0✐❝❛❧❡ ♦♥0 %0% ❝❛❧❝✉❧%❡2 ❡♥ ✉0✐❧✐2❛♥0 ❧✬❛❧❣♦+✐0❤♠❡ ❛✈❡❝ ♣+%✲2%❧❡❝0✐♦♥ ❡❧❧✐♣2♦W❞❛❧❡ 4✉❡
♥♦✉2 ❛✈♦♥2 ❞%✈❡❧♦♣♣% ❡0 ✐♠♣❧%♠❡♥0% ❞❛♥2 ❧❛ ❜♦X0❡ D ♦✉0✐❧2 ❇❆▲❈ ✭✈♦✐+ 2❡❝0✐♦♥ ✸✳✶✳✸✮✳
▲❛ ✜❣✉+❡ ✸✳✷✸ ♠♦♥0+❡ ❧❡2 ❤✐20♦❣+❛♠♠❡2 0②♣✐4✉❡2 ♦❜0❡♥✉2 2✉+ ❧❡ ❣+♦✉♣❡ ❞❡2 4✉❛0+❡
2✉❥❡02 ♣♦✉+ ❧❡2 ❞✐20❛♥❝❡2 ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡2 ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡0 ❣%♦❞%2✐4✉❡2 ✭♠✐❧✐❡✉✮ ❡♥0+❡ ❧❡2 ♥H✉❞2
❝♦++❡2♣♦♥❞❛♥0 ❞✉ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ 2✉+❢❛❝❡ ❝♦+0✐❝❛❧❡✱ ❝✬❡20✲D✲❞✐+❡ ❧❡2 ♥H✉❞2 +%2✉❧0❛♥0 ❞❡ ❧✬❛2✲
2✐❣♥❛0✐♦♥ ❛✉ ♠♦❞=❧❡ ❞❡ 2✉+❢❛❝❡ ❝♦+0✐❝❛❧❡ ❞❡2 ✈♦①❡❧2 ❝♦++❡2♣♦♥❞❛♥0 ❞❛♥2 ■:NC ❡0 ■:C ✳
✶✻✶
▲❡ "❛♣♣♦"& ❘ ❡♥&"❡ ❧❡* ❞✐*&❛♥❝❡* ❣/♦❞/*✐0✉❡* ❡& ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡* ♣♦✉" ❝❡* ♥2✉❞* ❡*& ❛✣❝❤/
5 ❞"♦✐&❡✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✸ ✕ ❍✐"#♦❣&❛♠♠❡" ❞❡" ❞✐"#❛♥❝❡" ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡" ✭❣❛✉❝❤❡✮ ❡# ❣2♦❞2"✐3✉❡" ✭♠✐❧✐❡✉✮ ❡♥#&❡
❧❡" ♥♦❡✉❞" &❡❝❡✈❛♥# ❧❡" ♣&♦❥❡❝#✐♦♥" ❞" ✈♦①❡❧" ❞❡ ■9NC ❡# ❝❡✉① &❡❝❡✈❛♥# ❧❡" ♣&♦❥❡❝#✐♦♥" ❞❡" ✈♦①❡❧"
❝♦&&❡"♣♦♥❞❛♥#" ❞❛♥" ■9C ✳ ▲❡" ❞♦♥♥2❡" "♦♥# ❝❡❧❧❡" ♦❜#❡♥✉❡" "✉& ❧❡" ✹ "✉❥❡#"✳ ▲✬❤✐"#♦❣&❛♠♠❡ ❞✉ &❛♣♣♦&#
❘ ❞❡ ❧❛ ❞✐"#❛♥❝❡ ❣2♦❞2"✐3✉❡ "✉& ❧❛ ❞✐"#❛♥❝❡ ❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡ ❝❛❧❝✉❧2 ♣♦✉& ❝❤❛3✉❡ ✈♦①❡❧ ❡"# ❛✣❝❤2 A ❞&♦✐#❡✳
❈♦♠♠❡ ♦♥ ♣♦✉✈❛✐& ❧❡ ♣"/✈♦✐"✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞✐✛/"❡♥❝❡ *✐❣♥✐✜❝❛&✐✈❡ ❡♥&"❡ ❧❡* ❞✐*&❛♥❝❡*
❡✉❝❧✐❞✐❡♥♥❡* ❡& ❣/♦❞/*✐0✉❡* ✿ ❛❧♦"* 0✉❡ ❧❡* ❞✐*&♦"*✐♦♥* ✐♥❞✉✐*❡♥& ❞❡* ❡""❡✉"* ❞❡ ♣♦*✐✲
&✐♦♥♥❡♠❡♥& ❥✉*0✉✬5 ✶✵ ♠♠ ❞❛♥* ❧✬❡*♣❛❝❡ &"✐❞✐♠❡♥*✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡❧❧❡*✲❝✐ ♣❡✉✈❡♥& "❡♣"/*❡♥&❡"
❥✉*0✉✬5 ✹✵ ♠♠ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ *✉"❢❛❝❡ ❝♦"&✐❝❛❧❡✳ ❖♥ *✬❛&&❡♥❞ ❞♦♥❝ 5 ♦❜&❡♥✐" ❞❡ ♥♦♠❜"❡✉*❡*
❞✐✛/"❡♥❝❡* ❞❛♥* ❧✬❛**✐❣♥❛&✐♦♥ ❛✉① ❛✐"❡* ✈✐*✉❡❧❧❡* "/&✐♥♦&♦♣✐0✉❡* ❡♥&"❡ ❧❡* ♣"♦❥❡❝&✐♦♥* ❞❡
■MNC ❡& ■MC ✱ ❡& 5 ❝❡ 0✉❡ ❧✬❤♦♠♦❣/♥/✐&/ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡* ❝❛"&❡* ❞❡ ♣❤❛*❡* *♦✐& ❞✐✛/"❡♥&❡ ❡❧❧❡
❛✉**✐✳
▲✬❤✐*&♦❣"❛♠♠❡ ❞❡ ❘ *❡"& ♣♦✉" ❝❤❛0✉❡ *✉❥❡& 5 ❞✐*&✐♥❣✉❡" ❧❡ ❣"♦✉♣❡ ❞❡* ♥2✉❞* ✏❝"♦**✲
❜❛♥❦✑ ❡& ❝❡❧✉✐ ❞❡* ♥2✉❞* "❡*&❛♥& ❛**✐❣♥/* ❞✉ ♠Q♠❡ ❝♦&/ ❞❡* *✐❧❧♦♥* ♦✉ ❣②"✐ ❞❡ ❧❛ *✉"❢❛❝❡
❝♦"&✐❝❛❧❡✱ ❡& ❞♦♥❝ ❞♦♥& ❧❛ ❧♦❝❛❧✐*❛&✐♦♥ ❝♦"&✐❝❛❧❡ ♥❡ ✈❛"✐❡ 0✉❡ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥&✳ M♦✉" ✐❧❧✉*&"❡"
❝❡&&❡ ❞✐*&✐♥❝&✐♦♥✱ ❧❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✷✹✳❛ ♠♦♥&"❡ ❧✬❤✐*&♦❣"❛♠♠❡ ❞✉ "❛♣♣♦"& ❘ ♦❜&❡♥✉ ♣♦✉" ❧❡
*✉❥❡& ★✹✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛* *✉"❝❤❛"❣❡" ❧❡* ✜❣✉"❡* ✸✳✷✹✳❜✱ ❝✱ ❞✱ *❡✉❧* ❧❡* ♥2✉❞* ❝♦♠♣♦"&❛♥&
✉♥ "❛♣♣♦"& ❘ ✐♥❢/"✐❡✉" 5 ✺ *♦♥& "❡♣"/*❡♥&/*✳ ❖♥ ❞✐*&✐♥❣✉❡ &"♦✐* ③♦♥❡* ❞❡ ❝♦✉❧❡✉"* ❞❛♥*
❝❡& ❤✐*&♦❣"❛♠♠❡✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❣"✐*❡ ❝❡♥&"❛❧❡✱ ❝❡♥&"/❡ ❛✉&♦✉" ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉" *❡✉✐❧ R = π
2
✱
❝♦""❡*♣♦♥❞ ❛✉① ♥2✉❞* 0✉❡ ♥♦✉* ♥✬❛✈♦♥* ❝❧❛**/* ❞❛♥* ❛✉❝✉♥❡ ❝❛&/❣♦"✐❡✳ ▲❛ ③♦♥❡ "♦✉❣❡
❝♦""❡*♣♦♥❞ ❛✉① ♥2✉❞* ❞❡ R > 2✱ ❡& 0✉✐ *♦♥& ❞♦♥❝ ✈"❛✐*❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥& ❞❡ &②♣❡ ✏❝"♦**✲
❜❛♥❦✑✳ ▲❛ ③♦♥❡ ❥❛✉♥❡ ❝♦""❡*♣♦♥❞ ❛✉① ♥2✉❞* ❞❡ R < 1.3✱ ❡& ❞♦♥❝ 5 ❞❡* ♥2✉❞* ❞♦♥&
❧❛ ♣♦*✐&✐♦♥ *✉" ❧❛ *✉"❢❛❝❡ ✈❛"✐❡ ♣❡✉ ❛♣"V* ❝♦""❡❝&✐♦♥ ❞❡* ❞✐*&♦"*✐♦♥*✳ ▲❡* ♣❤❛*❡* ❞❡ ❝❡*
♥2✉❞* ♣♦✉""♦♥& ❞♦♥❝ *❡"✈✐" ❞❡ ❝❛"&❡* ❞❡ "/❢/"❡♥❝❡ ♣♦✉" ❧✬✐♥&❡"♣♦❧❛&✐♦♥ ❞❡* ♣❤❛*❡* ❛✉①
♣♦*✐&✐♦♥* ❞❡* ♥2✉❞* ✏❝"♦**✲❜❛♥❦✑✳
▲❡* ✜❣✉"❡* ✸✳✷✹✳❜ ❡& ✸✳✷✹✳❝ ✐❧❧✉*&"❡♥& "❡*♣❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❧❡* ❞/♣❧❛❝❡♠❡♥&* ❝♦"&✐❝❛✉①
✐♥❞✉✐&* ♣❛" ❧❛ ❝♦""❡❝&✐♦♥ ❞❡* ❞✐*&♦"*✐♦♥* ♣♦✉" ❧❡* ♥2✉❞* ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡ ❥❛✉♥❡ ❡& ❞❡ ❧❛ ③♦♥❡
"♦✉❣❡ ❞❡ ❧✬❤✐*&♦❣"❛♠♠❡ ✸✳✷✹✳❛✱ *✉" ❧❡ ♠♦❞V❧❡ ❞❡ *✉"❢❛❝❡ ♠✐* 5 ♣❧❛&✳ ▲❛ ✜❣✉"❡ ✸✳✷✹✳❜
♣❡"♠❡& ❞❡ ✈/"✐✜❡" ❧❡* ❢❛✐❜❧❡* ❞/♣❧❛❝❡♠❡♥&* ❞❡* ✈♦①❡❧*✱ &❛♥❞✐* 0✉❡ ❧❡* ✜❣✉"❡* ✸✳✷✹✳❝ ❡&
❞ ♠♦♥&"❡♥& ❧❡* *❛✉&* ❞❡ *✐❧❧♦♥* ❞❡* ✈♦①❡❧* ✏❝"♦** ❜❛♥❦✑✳ ❈❡ ♥❡ *♦♥& ♣❛* ❧❡* ❞✐*&❛♥❝❡*
❣/♦❞/*✐0✉❡* ✭❝✬❡*&✲5 ❞✐"❡ ❧❡* ♣❧✉* ❝♦✉"&* ❝❤❡♠✐♥*✮ 0✉✐ *♦♥& "❡♣"/*❡♥&/❡* ❛✜♥ ❞❡ *✐♠♣❧✐✜❡"
❧✬❛✣❝❤❛❣❡ ✿ ♦♥ *❡ ❝♦♥&❡♥&❡ ❞❡ "❡❧✐❡" ❧❡* ♥2✉❞* ❝♦""❡*♣♦♥❞❛♥& ♣❛" ✉♥ ✈❡❝&❡✉" ♦"✐❡♥&/
❞❛♥* ❧❡ *❡♥* ❞✉ ♥2✉❞ ✐**✉ ❞❡ ■MNC ✈❡"* ❧❡ ♥2✉❞ ❝♦""❡*♣♦♥❞❛♥& ✐**✉ ❞❡ ■MC ✳ ❖♥ ♣❡✉&
✈/"✐✜❡" 0✉❛❧✐&❛&✐✈❡♠❡♥& 0✉✬✉♥❡ ✈❛*&❡ ♠❛❥♦"✐&/ ❞❡* ♥2✉❞* ✐❞❡♥&✐✜/* ❝♦♠♠❡ ✏❝"♦**✲❜❛♥❦✑
*♦♥& ❡✛❡❝&✐✈❡♠❡♥& ❞/♣❧❛❝/* ❞✬✉♥ ❜♦"❞ 5 ❧✬❛✉&"❡ ❞❡ ❣②"✐ ♦✉ *✉❧❝✐✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉& Q&"❡ ✈/"✐✜/






✸✳✸✳✸ ❈♦♠♣❛'❛✐)♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣1♥1✐21 ❧♦❝❛❧❡ ❞❡) ❝❛'2❡) ❞❡ ♣❤❛)❡
✈✐)✲6✲✈✐) ❞❡ ❧❛ '12✐♥♦2♦♣✐❡
▲❛ ❧♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ ❝♦)'✐❝❛❧❡ ❞❡& ✈♦①❡❧& &✉❜✐&&❛♥' ✉♥❡ ❡))❡✉) ❝)♦&&✲❜❛♥❦ ❡&' &✐❣♥✐✜❝❛'✐✲
✈❡♠❡♥' ❞✐✛6)❡♥'❡ &❡❧♦♥ 7✉✬✐❧& ♣)♦✈✐❡♥♥❡♥' ❞✬✉♥ ❥❡✉ ❞❡ ❞♦♥♥6❡& ❝♦))✐❣6❡& ❞❡& ❞✐&'♦)&✐♦♥&
♦✉ ♥♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥' = ❝❡ &'❛❞❡✱ )✐❡♥ ♥❡ ♣❡)♠❡' ❞❡ ❞6❝)6'❡) 7✉❡ ❝❡''❡ ❧♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ ❡&'
♣❧✉& ❡①❛❝'❡✱ ❝✬❡&' = ❞✐)❡ 7✉✬❡❧❧❡ ❝♦♥❝♦)❞❡ ♣❧✉& ❛✈❡❝ ❧❛ )6❛❧✐'6✳ ❆✜♥ ❞❡ ❥✉❣❡) ❞❡ ❧❛ 7✉❛❧✐'6
❞❡& )6&✉❧'❛'& ♦❜'❡♥✉& ❛✈❛♥' ❡' ❛♣)@& ❝♦))❡❝'✐♦♥✱ ♥♦✉& ♥♦✉& ❛♣♣✉②♦♥& &✉) ❧❡& ♣)♦♣)✐6'6&
)6'✐♥♦'♦♣✐7✉❡& ❞❡& ❛✐)❡& ✈✐&✉❡❧❧❡& ♣)✐♠❛✐)❡&✱ ❞♦♥' ❧✬♦)❣❛♥✐&❛'✐♦♥ ❝♦)'✐❝❛❧❡ ❡&' ❝♦♥♥✉❡✳ ❊♥
♣❛)'✐❝✉❧✐❡)✱ ♦♥ &❛✐' 7✉❡ ❧❡& ❝❛)'❡& ❞❡ ♣❤❛&❡& ✈❛)✐❡♥' ❧❡♥'❡♠❡♥' ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝♦)'❡①✱ ❡' ❞♦♥❝
7✉❡ ❧❡& ♣❤❛&❡& ❞❡& ✈♦①❡❧& &♦♥' )❡❧❛'✐✈❡♠❡♥' ❤♦♠♦❣@♥❡& ❧♦❝❛❧❡♠❡♥'✳ ❙✐ ❧❡& ✈♦①❡❧& &♦♥'
❡✛❡❝'✐✈❡♠❡♥' ♠✐❡✉① ♣♦&✐'✐♦♥♥6& &✉) ❧❛ &✉)❢❛❝❡ ❝♦)'✐❝❛❧❡ ❛♣)@& ❧❛ ❝♦))❡❝'✐♦♥ ❞❡& ❞✐&'♦)✲
&✐♦♥&✱ ♦♥ &✬❛''❡♥❞ ❞♦♥❝ = ✉♥❡ ❛♠6❧✐♦)❛'✐♦♥ ❞❡ ❧ ✏❤♦♠♦❣6♥6✐'6 ❧♦❝❛❧❡✑ ❞❡ ❧❡✉)& ♣❤❛&❡&
❞❛♥& ❧❡ )❡♣@)❡ ❝♦)'✐❝❛❧✳
▲❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✷✺ ✐❧❧✉&')❡ ❧✬♦)❣❛♥✐&❛'✐♦♥ ❝♦)'✐❝❛❧❡ ❞❡ ❝❛)'❡& ❞❡& ♣❤❛&❡& ❞❡ ■LNC ❡' ■LC
♣)♦❥❡'6❡& &✉) ❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ &✉)❢❛❝❡ ♠✐& = ♣❧❛' ✭❢♦♥❞ ❣)✐&✮ ♣♦✉) ❧❡& &✉❥❡'& ★✶ ❡' ★✹✳ ❊❧❧❡
♣)6&❡♥'❡ ✉♥❡ ③♦♥❡ ❛❣)❛♥❞✐❡ ❞✬✉♥ ♠♦)❝❡❛✉ ❞❡ ❧❛ &✉)❢❛❝❡ ❝♦)'✐❝❛❧❡ ✐♥❝❧✉❛♥' ❧❡ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧❛
&❝✐&&✉)❡ ❝❛❧❝❛)✐♥❡✱ ❡' ❞♦♥❝ ❝♦))❡&♣♦♥❞❛♥' = ❧✬❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥' ❞❡& ❛✐)❡& ✈✐&✉❡❧❧❡& )6'✐♥♦'♦♣✲
'✐7✉❡& ❞❡ ♣❧✉& ❜❛& ♥✐✈❡❛✉ ✭❱✶ ❡' ❱✷✮✳ L♦✉) ❝❤❛7✉❡ ❤6♠✐&♣❤@)❡✱ ❞❡✉① ❝❛)'❡& ❞❡ ♣❤❛&❡&
&♦♥' ❞✐&♣♦&6❡& ❛✉'♦✉) ❞❡ ❧❛ ❜❛♥❞❡ ❝♦❧♦)6❡ ❝❡♥')❛❧❡ 7✉✐ ✐♥❞✐7✉❡ ❧❛ ❝♦))❡&♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥')❡
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'✐7✉❡ ❞❡ ❧❛ )❡♣)6&❡♥'❛'✐♦♥ ❝♦)'✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥')✐❝✐'6✳ ▲❛ ❞✐)❡❝'✐♦♥ ✈❡)'✐❝❛❧❡ ❞❡& ✜❣✉)❡&
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❞❛♥& ❧❛ ❞✐)❡❝'✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛&❡ ❞❛♥& ❧✬❡&♣❛❝❡ ')✐❞✐♠❡♥&✐♦♥♥❡❧✳ ❈❡❧❛ &❡ ')❛❞✉✐'
♣❛) ✉♥ ❞6♣❧❛❝❡♠❡♥' )❛❞✐❛❧ ✈❡)& ❧❛ )❡♣)6&❡♥'❛'✐♦♥ ❢♦✈6❛❧❡✱ ♦✉ ✏❝❡♥')❛❧❡✑ ❞❡& ❞♦♥♥6❡&✳ ▲❡&
♣❤❛&❡& ❞❡& ♥W✉❞& ♣)6&❡♥'❛♥' ✉♥ )❛♣♣♦)' ❘ ✐♥❢6)✐❡✉) =
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✭❛♣♣❛)'❡♥❛♥' = ❧❛ ③♦♥❡ ❥❛✉♥❡
❞❛♥& ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✷✹✮ &♦♥' )❡♣)6&❡♥'6❡& &♦✉& ❧❛ ❢♦)♠❡ ❞❡ ❝❛))6&✳ ❈♦♠♠❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ ❞❡
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❞@)❡ 7✉✬✐❧& ❢♦)♠❡♥' ✉♥❡ ❝❛)'❡ ❞❡ ♣❤❛&❡ ✏❞❡ )6❢6)❡♥❝❡✑✳ ▲❡& ♣❤❛&❡& ❞❡& ♥W✉❞& ♣)6&❡♥'❛♥'
✉♥ )❛♣♣♦)' ❘ &✉♣6)✐❡✉) = ✷ ✭❛♣♣❛)'❡♥❛♥' = ❧❛ ③♦♥❡ )♦✉❣❡ ❞❛♥& ❧❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✷✹✮ &♦♥'
)❡♣)6&❡♥'6❡& &♦✉& ❧❛ ❢♦)♠❡ ❞❡ ❧♦&❛♥❣❡& ❞❡ '❛✐❧❧❡ ♣❧✉& ♣❡'✐'❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥& 7✉❡ ❝❡& ♥W✉❞&
❝♦))❡&♣♦♥❞❡♥' ✈)❛✐&❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥' = ❞❡& ♥W✉❞& ✏❝)♦&&✲❜❛♥❦✑✳
▲❛ ✜❣✉)❡ ✸✳✷✺ ✐❧❧✉&')❡ ❧✬❤6'6)♦❣6♥6✐'6 ❞❡& ♣❤❛&❡& ✏❝)♦&&✲❜❛♥❦✑ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛)'❡ ❞❡ )6❢6✲
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 ❛❧❡ $✉♣'(✐❡✉(❡✮✳ ▲❛ ('❣✐♦♥ ❞'❧✐♠✐ '❡ ♣❛( ❧❡$ ❞❡✉① ❧✐❣♥❡$ ♥♦✐(❡$ ❤♦(✐③♦♥ ❛❧❡$ ❝♦♥ ✐❡♥ 
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♠❛❧ ❛$$✐❣♥'$ ❛✈❛♥ ❝♦((❡❝ ✐♦♥ ❞❡$ ❞✐$ ♦($✐♦♥$✳ ▲❡$ ✢H❝❤❡$ ✐♥❞✐;✉❡♥ ❧❡ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥ ❣❧♦✲
❜❛❧ ;✉✬✐❧$ $✉❜✐$$❡♥ ❣(I❝❡ : ❧❛ ❝♦((❡❝ ✐♦♥ ❞❡$ ❞✐$ ♦($✐♦♥$✳ ❖♥ ❝♦♥$ ❛ ❡ ❛✉$$✐ ❞❛♥$ ❝❡ 
❡①❡♠♣❧❡ ;✉✬✐❧$ $♦♥ (❛♠❡♥'$ : ✉♥ ❡♥❞(♦✐ ♦K ❧❡✉( ♣❤❛$❡ ❡$ : ♥♦✉✈❡❛✉ ❤♦♠♦❣H♥❡ ❛✈❡❝
❧❛ ❝❛( ❡ ❞❡ ('❢'(❡♥❝❡✳ ❈❡ ❡①❡♠♣❧❡ ✐❧❧✉$ (❡ ❞♦♥❝ ;✉❡ ❧❡$ ♣❤❛$❡$ ❞❡$ ♥♦❡✉❞$ ✏❝(♦$$✲❜❛♥❦✑
♣❡✉✈❡♥ ❞✐✛'(❡( ❞❡ ❝❡❧❧❡$ ❞❡ ❧❡✉( ❡♥ ♦✉(❛❣❡ ❞❡ ♣❧✉$✐❡✉($ ❞✐③❛✐♥❡$ ❞❡ ❞❡❣('$✱ ❡♥ ❛❜$❡♥❝❡
❞❡ ❝♦((❡❝ ✐♦♥ ❞❡$ ❞✐$ ♦($✐♦♥$✳
❈❡  ❡ ✜❣✉(❡ ✐❧❧✉$ (❡ ;✉❡ ❝❡$ '❝❛( $ $♦♥ ('❞✉✐ $ ❡♥ ❧❛(❣❡ ♣❛( ✐❡ ♣❛( ❧❛ ❝♦((❡❝ ✐♦♥ ❞❡$
❞✐$ ♦($✐♦♥$✱ ❝❡ ;✉✐ (' ❛❜❧✐ ❧✬❤♦♠♦❣'♥'✐ ' ❧♦❝❛❧❡ ❞❡$ ♣❤❛$❡$ ♣(♦❥❡ '❡$ $✉( ❧❛ $✉(❢❛❝❡✳ ▲❡$
✐♥❢♦(♠❛ ✐♦♥$ ❞♦♥ ♥♦✉$ ❞✐$♣♦$♦♥$ ❛ ♣"✐♦"✐ $✉( ❧✬♦(❣❛♥✐$❛ ✐♦♥ (' ✐♥♦ ♦♣✐;✉❡ ❞❡$ ♣❤❛$❡$
('✈H❧❡♥ ;✉❡ ♥♦ (❡ ♠' ❤♦❞❡ ❞❡ ❝♦((❡❝ ✐♦♥ ♣(♦❥❡  ❡ ❜✐❡♥ ❧❡$ ✈♦①❡❧$ ❞❡ ♠❛♥✐H(❡ ♣❧✉$ ❡①❛❝ ❡
$✉( ❧❡ ♠♦❞H❧❡ ❞❡ $✉(❢❛❝❡ ❝♦( ✐❝❛❧❡✳
❆✜♥ ❞❡ ;✉❛♥ ✐✜❡( ❝❡  ❡ ❛♠'❧✐♦(❛ ✐♦♥✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ $'❧❡❝ ✐♦♥♥' ❧❡$ ♥S✉❞$ ✏❝(♦$$✲❜❛♥❦✑
$✉( ❧❛ ❜❛$❡ ❞✬✉♥ (❛♣♣♦( ❘ ❃ ✷✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ❡♥$✉✐ ❡ ❝♦♠♣❛(' ❧❡✉( ♣❤❛$❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♣❤❛#❡




✮✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ('❛❧✐$' ❝❡  ❡ ❛♥❛❧②$❡ : ❧❛ ❢♦✐$ $✉( ❧❡$ ❝❛( ❡$ ❞✬❡①❝❡♥ (✐❝✐ ' ❡ ❞✬❛♥❣❧❡
♣♦❧❛✐(❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥ ✱ ❧❡ ❣(❛❞✐❡♥ ❞❡$ ♣❤❛$❡$ ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐(❡ $✬✐♥✈❡($❡ ❛✉① ❧✐♠✐ ❡$ ❞❡$
❛✐(❡$✳ ❆✜♥ ❞✬'✈✐ ❡( ❧❛ ❝♦♥ ❛♠✐♥❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥ ❡(♣♦❧❛ ✐♦♥ ♣❛( ❝❡$ ✐♥✈❡($✐♦♥$✱ ♦♥ ♥❡ ♣(❡♥❞
❡♥ ❝♦♠♣ ❡ ;✉❡ ❧❡$ ✈♦①❡❧$ ❛$$✐❣♥'$ : ❧❛ ♠D♠❡ ❛✐(❡ ✈✐$✉❡❧❧❡ ;✉❡ ❧❡ ♥S✉❞ ✏❝(♦$$✲❜❛♥❦✑
❝♦♥$✐❞'('✳ ▲❛ ♣❤❛$❡ ❛  ❡♥❞✉❡ ❡♥ ✉♥ ♥S✉❞ ✏❝(♦$$✲❜❛♥❦✑ ❡$ ❝❛❧❝✉❧'❡ ❡♥ ❢❛✐$❛♥ ✉♥❡
❝♦♠❜✐♥❛✐$♦♥ ❧✐♥'❛✐(❡ ♣♦♥❞'('❡ ❞❡  ♦✉ ❡$ ❧❡$ ♣❤❛$❡$ ❞❡ ('❢'(❡♥❝❡ ❛✐♥$✐ $'❧❡❝ ✐♦♥♥'❡$✳
❖♥ ❝♦♠♣❛(❡ ❡♥$✉✐ ❡ ❧❛ ♣❤❛$❡ ('❡❧❧❡ ❞❡$ ♥S✉❞$ ✏❝(♦$$✲❜❛♥❦✑ ❛✈❡❝ ❧❡✉( ✈❛❧❡✉( ❛  ❡♥✲
❞✉❡ ❡♥ ❡✛❡❝ ✉❛♥  ♦✉ $✐♠♣❧❡♠❡♥ ❧❛ $♦✉$ (❛❝ ✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛$❡ ♠❡$✉('❡ ❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛$❡
✐♥ ❡(♣♦❧'❡✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ❡♥$✉✐ ❡ ❣'♥'(' ❞❡$ ❤✐$ ♦❣(❛♠♠❡$ ❞❡ ❞✐✛'(❡♥❝❡$ ❞❡ ♣❤❛$❡ ♦❜ ❡♥✉$
♣♦✉( ❧❡$ ♥S✉❞$ ✏❝(♦$$✲❜❛♥❦✑ $✐ ✉'$ ❞❛♥$ ❧❡$ ❛✐(❡$ ✈✐$✉❡❧❧❡$ ❞❡ ❜❛$ ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡❧❛ ❛ ' ' ❢❛✐ 
♣♦✉( ❧❡$ ❝❛( ❡$ ❞❡ ♣❤❛$❡$ ❞'(✐✈'❡$ ❞❡ ■YNC ❝♦♠♠❡ ♣♦✉( ❝❡❧❧❡$ ❞'(✐✈'❡$ ❞❡ ■YC , ❡ ❝❡
♣♦✉( ❧✬❡①❝❡♥ (✐❝✐ ' ❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐(❡✳
▲❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✷✻ ♣('$❡♥ ❡ ❧❡$ ♣(♦✜❧$ ❞❡$ ❤✐$ ♦❣(❛♠♠❡$ ❞❡ ❝❡$ ❞✐✛'(❡♥❝❡$ ❞❡ ♣❤❛$❡$✱
♠♦②❡♥♥'❡$ ❡ ♥♦(♠❛❧✐$'❡$ : ♣❛( ✐( ❞❡$ ❞♦♥♥'❡$ ♦❜ ❡♥✉❡$ $✉( ❧❡$ ❞❡✉① ❤'♠✐$♣❤H(❡$ ❞❡
 ♦✉$ ❧❡$ $✉❥❡ $✳ ▲✬❤✐$ ♦❣(❛♠♠❡ (♦✉❣❡ ❡$ ❞'(✐✈' ❞❡ ■YNC ✱ ❛❧♦($ ;✉❡ ❧❡ ✈❡( ❡$ ❞'(✐✈' ❞❡
■YC ✳ ▲✬'❝❛( ✲ ②♣❡ ❡♥ (❡ ❧❡$ $✉❥❡ $ ❡$ (❡♣('$❡♥ ' ♣❛( ❧❡$ $❡❣♠❡♥ $ ✈❡( ✐❝❛✉①✳
▲❛ ♣❛( ✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✸✳✷✻ ♠❡ ❡♥ '✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛♠'❧✐♦(❛ ✐♦♥ ❞❡ ❧✬❤♦♠♦❣'♥'✐ '
❧♦❝❛❧❡ ❞❡$ ♣❤❛$❡$ ❛♣(H$ ❝♦((❡❝ ✐♦♥ ❞❡$ ❞✐$ ♦($✐♦♥$ ♣♦✉( ❧✬❡①❝❡♥ (✐❝✐ '✳ ▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡$
❞✐✛'(❡♥❝❡$ ❞❡ ♣❤❛$❡$✱ ✐♥✐ ✐❛❧❡♠❡♥ ❜✐❛✐$'❡ ❡ ❧♦❝❛❧✐$'❡ ✈❡($ ✲✸✵➦✱ ❡$ (❛♠❡♥'❡ ✈❡($ ❧❛
✈❛❧❡✉( ♥✉❧❧❡✳ ❊♥ ❞✬❛✉ (❡$  ❡(♠❡$✱ ❧❡ ❜✐❛✐$ ❞❡ ♣❤❛$❡ ❡♥ (❡ ❧❡$ ✈❛❧❡✉($ ❞❡$ ♣❤❛$❡$ ♠❡$✉('❡$
❞✐(❡❝ ❡♠❡♥ ❡ ❧❡$ ✈❛❧❡✉($ ✐♥ ❡(♣♦❧'❡$ ❞❡♣✉✐$ ❧❡$ ❞♦♥♥'❡$ ✈♦✐$✐♥❡$ ❡$ '❧✐♠✐♥'❡✳ ❈❡$ ('✲
$✉❧ ❛ $ ❝♦♥❝♦(❞❡♥ ❛✈❡❝ ❝❡ ;✉❡ ♥♦✉$ ❛✈✐♦♥$ ❝♦♥$ ❛ ' ;✉❛❧✐ ❛ ✐✈❡♠❡♥ ✭✜❣✉(❡ ✸✳✷✺✮✳ ❊♥
(❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧✬❡✛❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦((❡❝ ✐♦♥ ❡$ ♠♦✐♥$ ♠❛♥✐❢❡$ ❡ $✉( ❧❡$ ❝❛( ❡$ ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐(❡✱ ❛❧♦($
;✉❡ ❧❛ ❝❛( ❡ ❞❡ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥ ❞❡$ ✈♦①❡❧$ ❡$ ❧❛ ♠D♠❡✳ ◆♦✉$ ❛  (✐❜✉♦♥$ ❝❡  ❡ ❞✐✛'(❡♥❝❡ ❛✉
❝❤♦✐① ❛❞ ❤♦❝ ❞❡ ❧❛ ❞✐(❡❝ ✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛$❡ ❧♦($ ❞❡ ❧✬❛❝;✉✐$✐ ✐♦♥ ❞❡$ ❞♦♥♥'❡$ ❢♦♥❝✲
 ✐♦♥♥❡❧❧❡$✳ ❈❡❧❧❡✲❝✐ ❛ ' ' ❝❤♦✐$✐❡ ❝♦♠♠❡ ❛♥ '(♦✲♣♦$ '(✐❡✉(❡ ❡ ♣❛(❛❧❧H❧❡ : ❧❛ ❝❛❧❝❛(✐♥❡✳
❆✐♥$✐✱ ❧❡$ ❞'❢♦(♠❛ ✐♦♥$ ❣'♦♠' (✐;✉❡$ ❞✉❡$ ❛✉① ✐♥❤♦♠♦❣'♥'✐ '$ ❞❡ ❝❤❛♠♣ $♦♥ ♦(✐❡♥✲
 '❡$ ♣(✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥ ❞❛♥$ ❝❡  ❡ ❞✐(❡❝ ✐♦♥✳ ❉❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡ ❝♦( ✐❝❛❧ ❜✐❞✐♠❡♥$✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡  ❡
❞✐(❡❝ ✐♦♥ $❡  (❛❞✉✐ ❞❡ ♠❛♥✐H(❡ ❝❡♥ (✐♣H ❡ ✿ ❧❡$ ✈♦①❡❧$ $♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥ (❛♠❡♥'$ ✈❡($ ❧❛
❢♦✈'❛ ✭✈♦✐( ✜❣✉(❡ ✸✳✷✺✮✳ ❈❡  ❡ ❞✐(❡❝ ✐♦♥ ❝♦((❡$♣♦♥❞ ❛✉$$✐ : ❧❛ ❞✐(❡❝ ✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡
✶✻✺
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❞❡& ❝❛"(❡& ❞✬❡①❝❡♥("✐❝✐(%✱ ❞❛♥& ❝❤❛❝✉♥❡ ❞❡& ❛✐"❡& ✈✐&✉❡❧❧❡& ❞❡ ❜❛& ♥✐✈❡❛✉✳ ❖♥ "❡("♦✉✈❡
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❞❡# ❣,❛❞✐❡♥'# ❞❡ ♣❤❛#❡ ✭❞❡ ❞*✈✐❛'✐♦♥# #'❛♥❞❛,❞ ❞❡ ✼ ♠♠ ❡' ❞❡ ✸ ♠♠ ♣♦✉, ❧✬❡①❝❡♥',✐❝✐'*
❡' ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐,❡ ,❡#♣❡❝'✐✈❡♠❡♥'✮ ❡#' ❡✛❡❝'✉* ❛✈❛♥' ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡, ❧❡# ❝❛,'❡# ❞❡ ❘❈❱✳
❉✬❛✉',❡ ♣❛,'✱ ❧❡# ❧✐♠✐'❡# ❡♥',❡ ❛✐,❡# ✈✐#✉❡❧❧❡# #♦♥' ❞*'❡,♠✐♥*❡# #✉, ❧❛ ❜❛#❡ ❞✉ ❘❈❱
❡' ❧❛ ♣❧✉♣❛,' ❞❡# ❝❛,❛❝'*,✐#'✐6✉❡# ❞❡ ❘❈❱ ♣,♦✈✐❡♥♥❡♥' ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❣,❛❞✐❡♥' ❞❡ ❧❛ ,❡✲
♣,*#❡♥'❛'✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐,❡✱ #✉, ❧❛ #✉,❢❛❝❡✳ ❖, ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣✉ ✈♦✐, ❞❛♥# ❧❛ #❡❝'✐♦♥
♣,*❝*❞❡♥'❡ 6✉❡ ❧✬❡✛❡' ❞❡# ❞✐#'♦,#✐♦♥# ❡#' ❢❛✐❜❧❡ #✉, ❧❛ ❝❛,'❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐,❡✳ ❈❡❝✐ ❡①♣❧✐6✉❡
♣♦✉,6✉♦✐ ❧❡# ❞✐#'♦,#✐♦♥# ❣*♦♠*',✐6✉❡# ♥✬❛✛❡❝'❡♥' ♣❛# ❧❡# ❧✐♠✐'❡# ❞❡# ❛✐,❡# ✈✐#✉❡❧❧❡# ❞❡
❜❛# ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❢❛T♦♥ ♥♦'❛❜❧❡✳ ❊♥ ,❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦✉# ❛✈♦♥# ♣✉ ✈♦✐, 6✉❡ ❧❛ ❝♦,,❡❝'✐♦♥ ❞❡#
❞✐#'♦,#✐♦♥# ,❛♠;♥❡♥' ❧❡# ♣❤❛#❡# ✈❡,# ❧❛ ❢♦✈*❛✳ ❈❡❧❛ ❡①♣❧✐6✉❡ ♣♦✉,6✉♦✐ ❧❡# ❧✐♠✐'❡# ❞✬❛✐,❡#
✈✐#✉❡❧❧❡# ❞*,✐✈*❡# ❞❡ ■AC ✭❡♥ ❜❧❛♥❝✮ #♦♥' ❧♦❝❛❧✐#*❡# ❞❡ ♠❛♥✐;,❡ ♣❧✉# ✏❝❡♥',❛❧❡✑ ♦✉ ✏❢♦✲
✈*❛❧❡✑ #✉, ❧❡ ♠♦❞;❧❡ ❞❡ #✉,❢❛❝❡ ♠✐# = ♣❧❛'✳
❈❡''❡ #❡♥#✐❜✐❧✐'* ❧✐♠✐'*❡ ❛✉① ❤*'*,♦❣*♥*✐'*# ❞❡ ❝❤❛♠♣ #'❛'✐6✉❡ ♥♦✉# ♣❡,♠❡' ❞✬✉'✐❧✐#❡,
❧❡# ❧✐♠✐'❡# ❞✬❛✐,❡# ♦❜'❡♥✉❡# = ♣❛,'✐, ❞❡ ■AC ♣♦✉, 6✉❛♥'✐✜❡, ❧❡# ❡,,❡✉,# ❞✬❛##✐❣♥❛'✐♦♥#
❛✉① ❛✐,❡# ✈✐#✉❡❧❧❡# ♣❛, ❧❛ #✉✐'❡✱ #❛♥# 6✉❡ ❝❡ ❝❤♦✐① ♥✬✐♥❞✉✐#❡ ✉♥ ❜✐❛✐# ✐♠♣♦,'❛♥' ❞❛♥#
❧✬✐♥'❡,♣,*'❛'✐♦♥ ❞❡ ❝❡''❡ ❛♥❛❧②#❡✳
✶✼✵
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✽ ✕ ❘❡♣#$%❡♥'❛'✐♦♥ %✉# ❧❡ ♠♦❞/❧❡ ❞❡ %✉#❢❛❝❡ ❝♦#'✐❝❛❧❡ ♠✐% 2 ♣❧❛' ❞❡% ❧✐♠✐'❡% ❞✬❛✐#❡%
✈✐%✉❡❧❧❡% ♦❜'❡♥✉❡% 2 ♣❛#'✐# ❞❡ ■7NC✭❡♥ ♥♦✐#✮✱ ❡' ■7C✭❡♥ ❜❧❛♥❝✮✱ ♣♦✉# ❧❡% ✹ %✉❥❡'% ✭❤$♠✐%♣❤/#❡% ❣❛✉❝❤❡%
❡' ❞#♦✐'%✮✳ ▲❡% ♥✐✈❡❛✉① ❞❡ ❣#✐% ❝♦##❡%♣♦♥❞❡♥' 2 ❧❛ ❝♦✉#❜✉#❡ '#✐❞✐♠❡♥%✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ %✉#❢❛❝❡ ❝♦#'✐❝❛❧❡
✭❢♦♥❞% ❞❡ %✐❧❧♦♥% ❡♥ ❣#✐% %♦♠❜#❡✮✳
✶✼✶
✸✳✸✳✺ ■♠♣❛❝( )✉+ ❧✬❛))✐❣♥❛(✐♦♥ ❛✉① ❛✐+❡) ✈✐)✉❡❧❧❡)
◆♦✉# ❛✈♦♥# ✉'✐❧✐#* ❧❛ ♣,♦❝*❞✉,❡ ❞✬*'✐1✉❡'❛❣❡ ✐♠♣❧*♠❡♥'*❡ ❞❛♥# ❇❆▲❈ ✭✈♦✐, #❡❝'✐♦♥
✸✳✶✳✷✳✹✮ ♣♦✉, ❞*'❡❝'❡, ❧❡# ♥?✉❞# ❞❡ ❧❛ #✉,❢❛❝❡ ❝♦,'✐❝❛❧❡ ❝♦,,❡#♣♦♥❞❛♥' A ❱✶✱ ❱✷✈✱ ❱✷❞✱
❱✸✈ ♦✉ ❱✸❞✳ ❖♥ ♣❡✉' ❛✐♥#✐ ❞*'❡,♠✐♥❡, ❞❛♥# 1✉❡❧❧❡ ❛✐,❡ #❡ ♣,♦❥❡''❡♥' ❧❡# ✈♦①❡❧# ❞❡ ■HNC
❡! ❞❡ ■HC ✳ ◆♦✉# ❛✈♦♥# ❡♥#✉✐'❡ ❝♦♠♣'* ❧❡ ♥♦♠❜,❡ ❞❡ ✈♦①❡❧# ❞❡ ■HC 1✉✐ ,❡#'❡♥' ♣,♦❥❡'*#
❛✉ #❡✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠J♠❡ ❛✐,❡ ✈✐#✉❡❧❧❡ 1✉❡ ❧❡✉, ❝♦,,❡#♣♦♥❞❛♥' ❞❡ ■HNC ✱ ❡' ❝❡✉① 1✉✐ #♦♥'
♣,♦❥❡'*# ❞❛♥# ✉♥❡ ❛✉',❡ ❛✐,❡ ✈✐#✉❡❧❧❡ ♦✉ ❡♥ ❞❡❤♦,# ❞❡ ❝❡❧❧❡#✲❝✐✳ ▲❡# ❛♥❛❧②#❡# ♦♥' *'*
❢❛✐'❡# #✉, ❞❡# ❞♦♥♥*❡# ❞❡ ❝❛,'♦❣,❛♣❤✐❡ ,*'✐♥♦'♦♣✐1✉❡✱ ♠❛✐# ❧❡# ❞✐#'♦,#✐♦♥# ❣*♦♠*',✐1✉❡#
❛✛❡❝'❡,❛✐❡♥' ❞❡ ♠❛♥✐O,❡ #✐♠✐❧❛✐,❡ ❞❡# ✐♠❛❣❡# ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡# ❛❝1✉✐#❡# ❧♦,# ❞✬✉♥❡ *'✉❞❡
■❘▼❢ ✏❝❧❛##✐1✉❡✑✳ ❈❡''❡ ❛♥❛❧②#❡ 1✉❛♥'✐✜❡ ❧❡ '❛✉① ❞✬❡,,❡✉,# ❞✬❛##✐❣♥❛'✐♦♥ ❛✉① ❛✐,❡# ❞❡#
✈♦①❡❧# ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧# ❝♦♥#✐❞*,*# ❝♦♠♠❡ ❛❝'✐✈*#✱ ❡' ♣❛, ❡①'❡♥#✐♦♥ ❧✬❡,,❡✉, ✐♥❞✉✐'❡ ❞❛♥#
❧✬✐♥'❡,♣,*'❛'✐♦♥ ❞❡# ,*#✉❧'❛'# ❞✬*'✉❞❡# ■❘▼❢ #✉, ❧❡ #②#'O♠❡ ✈✐#✉❡❧✱ #✐ ❧❡# ❞✐#'♦,#✐♦♥#
❣*♦♠*',✐1✉❡# ♥❡ #♦♥' ♣❛# ❝♦,,✐❣*❡#✳
▲❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✷✾ ✐❧❧✉#',❡ ❞❛♥# 1✉❡❧❧❡ ♠❡#✉,❡ ❧❡# ❡,,❡✉,# ❞✬❛##✐❣♥❛'✐♦♥ ❞❡# ✈♦①❡❧# ❛✉
♠♦❞O❧❡ ❞❡ #✉,❢❛❝❡ ❝♦,'✐❝❛❧❡ ✐♥❞✉✐#❡♥' ❞❡# ❡,,❡✉,# ❞✬❛##✐❣♥❛'✐♦♥ ❛✉① ❛✐,❡# ✈✐#✉❡❧❧❡# ,*✲
'✐♥♦'♦♣✐1✉❡# ❡♥ ❛❜#❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦,,❡❝'✐♦♥ ❞❡# ❞✐#'♦,#✐♦♥# ❣*♦♠*',✐1✉❡# ❞❛♥# ❧❡# ✐♠❛❣❡#
❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡#✳ ▲❡# ,*#✉❧'❛'# '②♣✐1✉❡# ♠♦♥',*# ✐❝✐ #♦♥' ❝❡✉① ♦❜'❡♥✉# ♣♦✉, ❧❡ #✉❥❡' ★✷
✭❤*♠✐#♣❤O,❡# ❣❛✉❝❤❡✴❞,♦✐'✮✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥# 1✉❡ ❧❡# ❧✐♠✐'❡# ❞✬❛✐,❡# ✈✐#✉❡❧❧❡# ✭❡♥ ❜❧❛♥❝✮ ♦♥'
*'* ❞*'❡,♠✐♥*❡# A ♣❛,'✐, ❞❡ ■HC ✳ ❆✜♥ ❞❡ ♥❡ ♣❛# #✉,❝❤❛,❣❡, ❧❛ ✜❣✉,❡✱ #❡✉❧❡# #♦♥' ♠♦♥✲
',*❡# ❧❡# ❞♦♥♥*❡# ♣♦✉, ❧❡#1✉❡❧❧❡# ❧❡ ❞*♣❧❛❝❡♠❡♥' ❣*♦❞*#✐1✉❡ ✐♥❞✉✐' ♣❛, ❧❛ ❝♦,,❡❝'✐♦♥ ❞❡#
❞✐#'♦,#✐♦♥# ❡①❝O❞❡ ✶✵ ♠♠✳ ▲❡# ♣♦✐♥'# ,♦✉❣❡# ,❡♣,*#❡♥'❡♥' ❧❡# ❧♦❝❛❧✐#❛'✐♦♥# ❞❡# ✈♦①❡❧#
❞❡ ■HNC #✉, ❧❡ ♠♦❞O❧❡ ❞❡ #✉,❢❛❝❡ ♣❧❛♥ ❡' ❧❡# ♣♦✐♥'# ✈❡,'# ❧❡# ❧♦❝❛❧✐#❛'✐♦♥# ❞❡# ✈♦①❡❧# ❞❡
■HC ✳ ❈❤❛1✉❡ ♣❛✐,❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐#❛'✐♦♥# ❝♦,'✐❝❛❧❡# ❡#' ,❡❧✐*❡ ♣❛, ✉♥ ✈❡❝'❡✉, ❥❛✉♥❡✳ ❖♥ ✈♦✐'
♥❡''❡♠❡♥' 1✉✬✉♥❡ ♣❛,' ✐♠♣♦,'❛♥'❡ ❞❡# ✈♦①❡❧# ♥✬❡#' ♣❧✉# ❛##✐❣♥*❡ A ❧❛ ♠J♠❡ ❛✐,❡ ✈✐#✉❡❧❧❡
❛♣,O# ❝♦,,❡❝'✐♦♥ ❞❡# ❞✐#'♦,#✐♦♥#✳ ▲❛ ✜❣✉,❡ ✸✳✷✾ ✐❧❧✉#',❡ ❞♦♥❝ 1✉❛❧✐'❛'✐✈❡♠❡♥' 1✉✬❡♥ ❛❜✲
#❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦,,❡❝'✐♦♥ ❞❡# ❤*'*,♦❣*♥*✐'*# ❞❡ ❝❤❛♠♣✱ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❞♦♥♥*❡# ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡#
#♦♥' ❢❛✉##❡♠❡♥' ❛##✐❣♥*❡# A ✉♥❡ ❛✐,❡ ✈✐#✉❡❧❧❡ ♣❛,'✐❝✉❧✐O,❡✳
❋✐❣✉$❡ ✸✳✷✾ ✕ ❆❣"❛♥❞✐''❡♠❡♥* ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡' ❛✐"❡' ✈✐'✉❡❧❧❡' ✭❞/❧✐♠✐*/❡' ❡♥ ❜❧❛♥❝✮ '✉" ❧❛ '✉"❢❛❝❡
❝♦"*✐❝❛❧❡ ♠✐'❡ 5 ♣❧❛* ♣♦✉" ❧❡ '✉❥❡* ★✷ ✭❤/♠✐'♣❤;"❡' ❞"♦✐* ❡* ❣❛✉❝❤❡✮✳ ▲❡' ♣♦✐♥*' "♦✉❣❡' "❡♣"/'❡♥*❡♥* ❧❡'
❧♦❝❛❧✐'❛*✐♦♥' ❝♦"*✐❝❛❧❡' ❞❡' ✈♦①❡❧' ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧' ❞❡ ■@NC ❡* ❧❡' ♣♦✐♥*' ✈❡"*' ❝❡❧❧❡' ❞❡' ✈♦①❡❧' ❝♦""❡'♣♦♥✲
❞❛♥*' ❞❛♥' ■@C ✳ ❈❤❛C✉❡ ♣❛✐"❡ ❞❡ ♣♦✐♥*' ❡'* "❡❧✐/❡ ♣❛" ✉♥ ✈❡❝*❡✉" ❥❛✉♥❡ ♣♦✉" ✐❧❧✉'*"❡" ❧❡' ❞/♣❧❛❝❡♠❡♥*'
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❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧/ ✉$✐❧❡/ /♦♥$ /+❧❡❝$✐♦♥♥+/ /✉# ❧❡ ❞♦✉❜❧❡ ❝#✐$H#❡ ❞❡ ♣#+/❡♥$❡# ✉♥ ❘❙❇ ❢#+✲
-✉❡♥$✐❡❧ /✉♣+#✐❡✉# ? ✸✱ ❡$ ❞❡ /❡ $#♦✉✈❡# ? ✉♥❡ ❞✐/$❛♥❝❡ ✐♥❢+#✐❡✉#❡ ? ✸ ♠♠ ❞✬✉♥ ♥I✉❞
❞✉ ♠♦❞H❧❡ ❞❡ /✉#❢❛❝❡ ❝♦#$✐❝❛❧ ❞❡/ ❧♦❜❡/ ♦❝❝✐♣✐$❛✉①✳ ▲✬❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥$❡♥/✐$+ ❞✉
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥+$✐-✉❡ /$❛$✐-✉❡ ✭❛♠+❧✐♦#❛$✐♦♥ ❞✉ ❘❈❇ ❞❡/ $✐//✉/ ❞❛♥/ ❧✬✐♠❛❣❡ ❛♥❛$♦♠✐-✉❡✮
❡$ ❧❛ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♠+$❤♦❞❡ ❞❡ /❡❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ♣❡#♠❡$$❡♥$ ❞❡ /+❧❡❝$✐♦♥♥❡# ✉♥ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✐♣✐$❛❧
♣❧✉/ ✐♠♣♦#$❛♥$✳ ❖♥ ♦❜$✐❡♥$ ❛✐♥/✐ ✉♥❡ /✉#❢❛❝❡ ❝♦#$✐❝❛❧❡ ❡①♣❧♦✐$❛❜❧❡ ♣❧✉/ ✐♠♣♦#$❛♥$❡ ? ✸
❚✳ ❖♥ /✬❛$$❡♥❞ ❛❧♦#/ ? ♦❜$❡♥✐# ♣❧✉/ ❞❡ ✈♦①❡❧/ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧/ ❛❝$✐✈+/ ♣#♦❝❤❡/ ❞✬✉♥ ♥I✉❞
❞✉ ♠♦❞H❧❡ ❝♦#$✐❝❛❧✱ ❡$ ? ♦❜$❡♥✐# ❞❡/ ❝❛#$❡/ ❝♦♥$❡♥❛♥$ ♣❧✉/ ❞❡ ♣#♦❥❡❝$✐♦♥/ ❞❡ ✈♦①❡❧/
❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧/✳ N♦✉# ❝♦♠♣❛#❡# ❧❡/ ❝❛#$❡/ ? ✶✱✺ ❚ ❡$ ? ✸ ❚ ❡♥ /✬❛✛#❛♥❝❤✐//❛♥$ ❞❡ ❝❡ ❜✐❛✐/
❛♥❛$♦♠✐-✉❡✱ ♥♦✉/ ❛✈♦♥/ ♣#♦❥❡$+ ❧❡/ ❞♦♥♥+❡/ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡/ ❞❡ ❘❙❇ ❢#+-✉❡♥$✐❡❧ ❡$ ❞❡
♣❤❛/❡/ /✉# ❧❡ ♠P♠❡ ♠♦❞H❧❡ ❝♦#$✐❝❛❧ ❞❡ #+❢+#❡♥❝❡✳ ▲❛ ✜❣✉#❡ ✸✳✸✶ ♣#+/❡♥$❡ ♣♦✉# ❧❡/ ❞❡✉①
/✉❥❡$/ ❧❡/ ❤✐/$♦❣#❛♠♠❡/ ❞❡/ ❘❙❇ ❢#+-✉❡♥$✐❡❧/ ❞❡/ ✈♦①❡❧/ #+♣♦♥❞❛♥$ ❛✉ /$✐♠✉❧✉/ ✈✐/✉❡❧
❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐#❡✳
❈❡$$❡ ❛♥❛❧②/❡ #+✈H❧❡ -✉❡ ♣♦✉# ❧❡/ ❞❡✉① /✉❥❡$/✱ ❧❡ ❘❙❇ ❢#+-✉❡♥$✐❡❧ ❞❡/ ❞♦♥♥+❡/ ? ✶✳✺
❚ ❡$ ? ✸ ❚ ❡/$ ❞❡ ♠P♠❡ ♦#❞#❡ ❞❡ ❣#❛♥❞❡✉#✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ♦♥ ❝♦♥/$❛$❡ -✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜#❡
❞❡ ✈♦①❡❧/ ✉$✐❧❡/ ❡/$ #❡/♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ♣♦✉# ❧❡ ♣#❡♠✐❡# ❡$ ❧❡ ❞❡✉①✐H♠❡ /✉❥❡$ ✷✳✸ ❡$ ✷✳✼ ❢♦✐/
♣❧✉/ ✐♠♣♦#$❛♥$ ? ✸ ❚ -✉✬? ✶✳✺ ❚✳ ❈❡$ ❛❝❝#♦✐//❡♠❡♥$ ❞✉ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ✈♦①❡❧/ ✉$✐❧❡/ ? ✸ ❚
♣❡✉$ /✬❡①♣❧✐-✉❡# ❡♥ ♣❛#$✐❡ ♣❛# ❧❡ ❢❛✐$ -✉❡ ❧❡/ ✈♦①❡❧/ /♦♥$ ❞❡ #+/♦❧✉$✐♦♥ ✐♥❢+#✐❡✉#❡ -✉❡
❝❡✉① ? ✶✱✺ ❚✳ ■❧/ ♦♥$ ❡♥ ❡✛❡$ ✉♥❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✸①✸①✸ ❂ ✷✼ mm3 ❛❧♦#/ -✉❡ ❧❡/ ✈♦①❡❧/ ?
✶✱✺ ❚ ♦♥$ ✉♥❡ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡ ✸①✸①✹ ❂ ✸✻ mm3✳ N♦✉# ✉♥ ♠P♠❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❝❝✐♣✐$❛❧ ❞♦♥♥+✱
❧❡/ ✐♠❛❣❡/ ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧❧❡/ ? ✸ ❚ ❝♦♥$✐❡♥♥❡♥$ ❞♦♥❝ ✶✳✸ ❢♦✐/ ♣❧✉/ ❞❡ ✈♦①❡❧/ -✉❡ ❧❡/ ✐♠❛❣❡/
? ✶✳✺ ❚✳ ▼P♠❡ /✐ ✉♥❡ ❞✐♠✐♥✉$✐♦♥ ❞✉ ✈♦❧✉♠❡ ❞❡/ ✈♦①❡❧/ ? ✶✳✺ ❚ /✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❛✐$ ❛✉//✐
❞✬✉♥ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡ ❧❡✉# ❘❙❇ ✭❡✛❡$ ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛#$✐❡❧✮✱ ❡$ ❞♦♥❝ ❞✉ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ✈♦①❡❧/
+❧✐❣✐❜❧❡/ ? ❧✬❛//✐❣♥❛$✐♦♥ ? ❧❛ /✉#❢❛❝❡✱ ❝❡/ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥$/ ? ❡✉① /❡✉❧/ ♥✬❡①♣❧✐-✉❡#❛✐❡♥$ ♣❛/
❧✬❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ /✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡ ❞✉ ♥♦♠❜#❡ ❞❡ ✈♦①❡❧/ ✉$✐❧❡/ ? ✸ ❚✳ ❈❡$$❡ ❛♥❛❧②/❡ ♠❡$ ❞♦♥❝
❡♥ +✈✐❞❡♥❝❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥$❛$✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇ ❢#+-✉❡♥$✐❡❧ ❞❡/ ❞♦♥♥+❡/ ❞❛♥/ ❧❡/ ♥♦✉✈❡❧❧❡/ ❝♦♥❞✐✲
$✐♦♥/ ❡①♣+#✐♠❡♥$❛❧❡/ ? ✸ ❚✳ ❈♦♠♠❡ ♦♥ ❞✐/♣♦/❡ ♠❛✐♥$❡♥❛♥$ ❞❡ ♣❧✉/ ❞❡ ✈♦①❡❧/ ✉$✐❧❡/✱
♦♥ ♣❡✉$ ❡/♣+#❡# +$❡♥❞#❡ ❧✬✐♥❢♦#♠❛$✐♦♥ ❞❡ ♥♦/ ❝❛#$❡/ #+$✐♥♦$♦♣✐-✉❡/ ? ❞❡/ ❛✐#❡/ ✈✐/✉❡❧❧❡/
❞✐✣❝✐❧❡♠❡♥$ ❞+$❡❝$❛❜❧❡/ ? ✶✳✺ ❚✳
▲❛ ✜❣✉#❡ ✸✳✸✷ ♣#+/❡♥$❡ ❧❡/ ❞♦♥♥+❡/ ❞❡ ❘❙❇ ❢#+-✉❡♥$✐❡❧/ ❡$ ❞❡ ♣❤❛/❡/ ❡♥ #+♣♦♥/❡ ❛✉
/$✐♠✉❧✉/ ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐#❡ ❛//✐❣♥+❡/ ❛✉ ♠P♠❡ ♠♦❞H❧❡ ❞❡ /✉#❢❛❝❡ ❝♦#$✐❝❛❧❡ ♣♦✉# ❧❡ /✉❥❡$
✷ ? ✶✳✺ ❚ ❡$ ? ✸ ❚✳ N♦✉# ❢❛❝✐❧✐$❡# ❧❛ ✈✐/✉❛❧✐/❛$✐♦♥✱ ❝❡/ ❞♦♥♥+❡/ /♦♥$ ❧✐//+❡/ ♣❛# ✉♥
✜❧$#❡ ❣❛✉//✐❡♥ ❞❡ ❞+✈✐❛$✐♦♥ /$❛♥❞❛#❞ ❞❡ ✶✱✺ ♠♠✳ ▲❡/ ✈❛❧❡✉#/ ❞❡ ❘❙❇ ❧✐//+❡/ /♦♥$ ❛✐♥/✐
♣❧✉/ ✐♠♣♦#$❛♥$❡/ -✉❡ ❧❡/ ✈❛❧❡✉#/ ♥♦♥ ❧✐//+❡/ ✭#❡♣#+/❡♥$+❡/ ❡♥ ✜❣✉#❡ ✸✳✸✶✮✳ ▲❡/ ❝❛#$❡/
❞❡ ♣❤❛/❡/ /♦♥$ #❡♣#+/❡♥$+❡/ ❛♣#H/ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ♠P♠❡ /❡✉✐❧ /✉# ❧❡/ ❞♦♥♥+❡/ ❞❡
❘❙❇ ❧✐//+❡/ ❝♦##❡/♣♦♥❞❛♥$❡/✳ ❈❡ /❡✉✐❧❧❛❣❡ ♣❡#♠❡$ ❞❡ ❝♦♠♣❛#❡# ❧❛ ❧♦❝❛❧✐/❛$✐♦♥ ❝♦#$✐❝❛❧❡
✶✼✺
❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✶ ✕ ❍✐"#♦❣&❛♠♠❡" ❞❡" ❘❙❇ ❢&/0✉❡♥#✐❡❧" ❞❡" ✈♦①❡❧" ❞❡" ❞♦♥♥/❡" 6 ✶✱✺ ❚ ❡# ✸ ❚ ❝♦♥"✐❞/&/" ❝♦♠♠❡ ❛❝#✐✈/"
"✐❣♥✐✜❝❛#✐✈❡♠❡♥# ✭RSB ≥ 3✮ ♣❛& ❧❡ "#✐♠✉❧✉" ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐&❡✱ ❡# ❛""✐❣♥/" ❛✉ ♠B♠❡ ♠♦❞C❧❡ ❞❡ "✉&❢❛❝❡ ❝♦&#✐❝❛❧❡ ❞❡" ❧♦❜❡"
♦❝❝✐♣✐#❛✉①✳
❡% ❧✬(%❡♥❞✉❡ ❞❡, ❞♦♥♥(❡, ❞❡ ♣❤❛,❡, ❧❡, ♣❧✉, ♣❡1%✐♥❡♥%❡,✳ ▲❡ ❝♦❞❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉1, ❡♥ ❞❡♠✐✲
❝❡1❝❧❡ ,❡ 1(❢(1❛♥% ❛✉① ❝❛1%❡, ❞❡ ♣❤❛,❡, ❢❛✐% ❝♦11❡,♣♦♥❞1❡ ❧❛ ❝♦♦1❞♦♥♥(❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐1❡
❞❡ ❧✬❤(♠✐❝❤❛♠♣ ✈✐,✉❡❧ ❣❛✉❝❤❡ ❛✈❡❝ ,❛ 1❡♣1(,❡♥%❛%✐♦♥ ❝♦1%✐❝❛❧❡ ,✉1 ❧❡ ❧♦❜❡ ♦❝❝✐♣✐%❛❧ ❞1♦✐%✳
▲❡, ❧✐♠✐%❡, ❞✬❛✐1❡, ✈✐,✉❡❧❧❡, 1(%✐♥♦%♦♣✐<✉❡, %1♦✉✈(❡, ♣❛1 ♥♦%1❡ ❝❤❛✐♥❡ ❞❡ %1❛✐%❡♠❡♥% ,♦♥%
1❡♣1(,❡♥%(❡, ♣❛1 ❧❡, %1❛✐%, ♥♦✐1,✳
▲❛ ❝♦♠♣❛1❛✐,♦♥ ❞❡, ❝❛1%❡, ❞❡ ❘❙❇ ❢1(<✉❡♥%✐❡❧ ♠❡% ❡♥ (✈✐❞❡♥❝❡ <✉❡ ❧✬✐♥❢♦1♠❛%✐♦♥
1(%✐♥♦%♦♣✐<✉❡ ❝♦1%✐❝❛❧❡ ❝♦11❡,♣♦♥❞❛♥% ❛✉① ❛✐1❡, ✈✐,✉❡❧❧❡, ❞❡ ❜❛, ♥✐✈❡❛✉ ❡,% ,✐❣♥✐✜❝❛%✐✲
✈❡♠❡♥% ♣❧✉, 1♦❜✉,%❡ A ✸ ❚✳ ❈❡❧❛ ,❡ %1❛❞✉✐% ❡♥ ♣❛1%✐❝✉❧✐❡1 ♣❛1 ✉♥ ❛❝❝1♦✐,,❡♠❡♥% ❞❡ ❧❛
,✉1❢❛❝❡ ❞❡, ❝❛1%❡, 1(%✐♥♦%♦♣✐<✉❡ A ❧❛ ❢♦✐, ❡♥ ♣(1✐♣❤(1✐❡ ❡% ❛✉ ❝❡♥%1❡✳ D♦✉1 ✉♥ ♠E♠❡
,❡✉✐❧❧❛❣❡ ,✉1 ❧❡ ❘❙❇ ❧✐,,(✱ ♦♥ ♦❜%✐❡♥% ✉♥❡ ❝❛1%❡ ❞❡ ♣❤❛,❡, ❧✐,,(❡, A ✸ ❚ ❞✬✉♥❡ ,✉♣❡1✜❝✐❡
✶✳✽ ❢♦✐, ,✉♣(1✐❡✉1❡ A ❝❡❧❧❡ ✐,,✉❡ ❞❡, ❞♦♥♥(❡, A ✶✳✺ ❚✳ ❉❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ %1✐❞✐♠❡♥,✐♦♥♥❡❧✱ ❝❡❧❛
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◆♦✉) ❛✈♦♥) ❞♦♥❝ ♠✐) ❡♥ ♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♠(%❤♦❞❡ ❞✬❛♥❛❧②)❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛+✐❛♥❝❡ ❞❡) ❞(❝♦✉+) %❡♠✲
♣♦+❡❧) ❞❡) ✈♦①❡❧) ❛❝%✐✈() ❞❡ ♥♦) )(+✐❡) ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡)✳ ▲❡) +()✉❧%❛%) ♦♥% ❝♦♥✜+♠() ❧❛ ♣❛+%
❝+♦✐))❛♥%❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛+✐❛♥❝❡ ❛))✐♠✐❧(❡ ❛✉ ✏❜+✉✐% ♣❤②)✐♦❧♦❣✐3✉❡ ✏σ2r ❞❛♥) ❧❡) ❞♦♥♥(❡) 5 ✸ ❚✱
%♦✉% ❡♥ ❢❛✐)❛♥% ❛♣♣❛+❛✐%+❡ 3✉❡ ❧❛ ♣❛+% ❞❡ ❧❛ ✈❛+✐❛♥❝❡ ❧✐(❡ 5 ❧❛ +(♣♦♥)❡ ❛✉ )%✐♠✉❧✉) σ2s ❡)%
%♦✉% ❞❡ ♠C♠❡ ❛♠(❧✐♦+(❡✳ ❈❡%%❡ ✈❛+✐❛♥❝❡ ❧✐(❡ ❛✉ )%✐♠✉❧✉) ✐♥✢✉❡ ❞✐+❡❝%❡♠❡♥% )✉+ ❧❡ ❘❙❇
❞❡) ❞♦♥♥(❡) ❢♦♥❝%✐♦♥♥❡❧❧❡) 5 ❧❛ ❢+(3✉❡♥❝❡ ❞✉ )%✐♠✉❧✉) ❛♣+L) %+❛♥)❢♦+♠(❡ ❞❡ ❋♦✉+✐❡+✳ ❊♥
❡✛❡%✱ )✐ ❧✬♦♥ ❝♦♥)✐❞L+❡ 3✉❡ ❧❡) )✐❣♥❛✉① %❡♠♣♦+❡❧) ❞✬✉♥❡ ❞✉+(❡ ❚ )♦♥% ❝♦♥)%✐%✉() ❞✬✉♥❡
❝♦♠♣♦)❛♥%❡ )✐♥✉)♦W❞❛❧❡ 5 ❧❛ ❢+(3✉❡♥❝❡ ❞✉ )%✐♠✉❧✉) ❢0 ❞❡ ❞(✈✐❛%✐♦♥ )%❛♥❞❛+❞ σs ❛✉3✉❡❧
)✬❛❥♦✉%❡ ❞✉ ❜+✉✐% B(t) ✭✐♥)%+✉♠❡♥%❛❧ ❡% ♣❤②)✐♦❧♦❣✐3✉❡✮ ✿
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S(f) = A.σS.(δ(−w0) + δ(w0)) ∗ T.sinc(Tw
4π




❊♥ ❝♦♥$✐❞'(❛♥* +✉❡ ❧❡ ❞❡✉①✐0♠❡ *❡(♠❡ ❞❡ ❝❡**❡ ❡①♣(❡$$✐♦♥ ❝♦((❡$♣♦♥❞ ❛✉ ❜(✉✐*
❞❛♥$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢('+✉❡♥*✐❡❧✱ ❡* +✉✬✐❧ ❡$* ♥'❣❧✐❣❡❛❜❧❡ ♣❛( (❛♣♣♦(* ❛✉ ♣(❡♠✐❡( *❡(♠❡ 8
❧❛ ❢('+✉❡♥❝❡ ❞✉ $*✐♠✉❧✉$✱ ♦♥ ♦❜*✐❡♥* +✉❡ ❧✬❛♠♣❧✐*✉❞❡ ❞❡ ❧❛ *(❛♥$❢♦(♠'❡ ❞❡ ❋♦✉(✐❡( 8 ❧❛
❢('+✉❡♥❝❡ ❞✉ $*✐♠✉❧✉$ ❡$* ❞♦♥❝ ♣(♦♣♦(*✐♦♥♥❡❧❧❡ 8 A.σS.T ✳ ▲❛ ❞✉('❡ ❞❡$ ❛❝+✉✐$✐*✐♦♥$ 8
✶✱✺ ❚ ❡* 8 ✸ ❚ ❡$* ❞✉ ♠@♠❡ ♦(❞(❡ ❞❡ ❣(❛♥❞❡✉( ✭✼ ♠✐♥ ✶✻ $ ❡* ✼ ♠✐♥ ✺✵ $ (❡$♣❡❝*✐✈❡♠❡♥*✮✳
▲✬❛✉❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛(✐❛♥❝❡ ❞✉ $✐❣♥❛❧ ❧✐'❡ ❛✉ $*✐♠✉❧✉$ 8 ✸ ❚ ✐♥✢✉❡ ❞♦♥❝ ❞✐(❡❝*❡♠❡♥*
$✉( ❧❡ ❘❙❇ ❞❛♥$ ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❢('+✉❡♥*✐❡❧✳ ◆♦*(❡ ❛♥❛❧②$❡ ❞❡ ❝❛(*♦❣(❛♣❤✐❡ ('*✐♥♦*♦♣✐+✉❡
(❡♣♦$❡ $✉( ❝❡**❡ ❣(❛♥❞❡✉( ♣♦✉( ❧❛ ❞'*❡❝*✐♦♥ ❞❡$ ✈♦①❡❧$ ❛❝*✐✈'$ ❡* ❧❛ ♣♦♥❞'(❛*✐♦♥ ❞❡$
✐♥❢♦(♠❛*✐♦♥$ ❞❡ ♣❤❛$❡ $✉( ❧❛ $✉(❢❛❝❡ ❝♦(*✐❝❛❧❡✳ ◆♦✉$ ❛✈♦♥$ ❝♦♥$*❛*' +✉❡ ❧✬❛♠'❧✐♦(❛*✐♦♥
❡♥ ❘❙❇ ❢('+✉❡♥*✐❡❧ ❞❡ ♥♦$ ❞♦♥♥'❡$ ❛❝+✉✐$❡$ 8 ✸ ❚ $❡ *(❛❞✉✐* ♣❛( ✉♥❡ ❞'*❡❝*✐♦♥ ❞❡$ ❛✐(❡$
✈✐$✉❡❧❧❡$ ♣(✐♠❛✐(❡$ ♣❧✉$ '*❡♥❞✉❡ ❞❛♥$ ❧❛ ❞✐(❡❝*✐♦♥ ♣♦$*'(♦✲❛♥*'(✐❡✉(❡ ❞❛♥$ ❧❡$ ❧♦❜❡$
♦❝❝✐♣✐*❛✉①✳ ❊❧❧❡ ♥♦✉$ ♣❡(♠❡* ❞✬❛✉*(❡ ♣❛(* ❞✬❛✈♦✐( ❛❝❝0$ 8 ✉♥❡ ❞'❧✐♠✐*❛*✐♦♥ ♣❧✉$ (♦❜✉$*❡
❞❡$ ❛✐(❡$ ✈❡♥*(❛❧❡$ ❝♦♠♠❡ ❱✹✳
❈❡**❡ ❛♠'❧✐♦(❛*✐♦♥ ❞✉ ❘❙❇ ❞❡$ ❞♦♥♥'❡$ ❛♣♣♦(*'❡$ ♣❛( ❧✬❛❝+✉✐$✐*✐♦♥ ❡♥ ❊R■ 8 ✸❚
❡$* ❝❡♣❡♥❞❛♥* ♦❜*❡♥✉❡ ❛✉ ♣(✐① ❞❡ ❞✐$*♦($✐♦♥$ ❣'♦♠'*(✐+✉❡$ ♣❧✉$ ✐♠♣♦(*❛♥*❡$ ❞❛♥$ ❧❡$
✐♠❛❣❡$ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡$✱ ❡♥ (❛✐$♦♥ ❞❡ ❧✬❛✉❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ $❡♥$✐❜✐❧✐*' ❛❝❝(✉❡ ❛✉① ❞✐❢✲
❢'(❡♥❝❡$ ❞❡ $✉$❝❡♣*✐❜✐❧✐*' ♠❛❣♥'*✐+✉❡ ❡* ❞♦♥❝ ❛✉① ❤'*'(♦❣'♥'✐*'$ ❞❡ ❝❤❛♠♣ $*❛*✐+✉❡✳
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+✉❡❧+✉❡$ ♠♠✮ ❞❛♥$ ❧❡$ ❧♦❜❡$ ♦❝❝✐♣✐*❛✉①✱ ❝❡ +✉✐ $❡ *(❛❞✉✐* ♣❛( ❞❡$ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥*$ ♣❧✉$ ✐♠✲
♣♦(*❛♥*$ ❡♥ *❡(♠❡$ ❞❡ ❞✐$*❛♥❝❡ ❝♦(*✐❝❛❧❡✳ ❇✐❡♥ +✉❡ ❝❡$ ❞'♣❧❛❝❡♠❡♥*$ ♣❛(❛✐$$❡♥* ♠✐♥✐♠❡$
❞❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡ *(✐❞✐♠❡♥$✐♦♥♥❡❧✱ ❧❡✉( ✐♠♣❛❝* ❞❡✈✐❡♥* ♣('♣♦♥❞'(❛♥* ❞❛♥$ ❧❡ ❝♦♥*❡①*❡ ❞✬✉♥❡
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❋✐❣✉$❡ ✸✳✸✹ ✕ ❊!✉❞❡ ❞❡ %❡♣%♦❞✉❝!✐❜✐❧✐!, -✉% ❞❡- ❝❛%!❡- %,!✐♥♦!♦♣✐0✉❡- ❞,%✐✈,❡- ❞❡- ❞♦♥♥,❡- ❛❝0✉✐-❡-
2 ✸ ❚ ❧♦%- ❞❡ ❞❡✉① ❡①❛♠❡♥- ❞✐-!✐♥❝!-✱ ❡! !%❛✐!,- ♣❛% ❞❡✉① ♦♣,%❛!❡✉%- ❞✐✛,%❡♥!-✳ ▲❡- ❞♦♥♥,❡- ♦♥! ,!,
❛❝0✉✐-❡- -✉% ❧❡- ❞❡✉① ♠;♠❡- -✉❥❡!- 0✉❡ ❧✬,!✉❞❡ ❞❡ %❡♣%♦❞✉❝!✐❜✐❧✐!, ♣%,❝,❞❡♥!❡ ✭✜❣✉%❡ ✸✳✸✸✮✱ ❡! ❛--✐❣♥,❡-
❛✉ ♠;♠❡ ♠♦❞B❧❡ ❞❡ -✉%❢❛❝❡ ❝♦%!✐❝❛❧❡ ✭❡♥ ❣%✐-✮✳ ▲❡- ❝❛%!❡- ❞❡ ❘❈❱ ❝♦%%❡-♣♦♥❞❡♥! ❛✉① ♠;♠❡- ❞♦♥♥,❡-
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❡①❛♠❡♥ 2 ✸ ❚✳ ▲❛ ❞✐✛,%❡♥❝❡ ❞❡ ❧❡✉% ♣♦-✐!✐♦♥♥❡♠❡♥! ♣❛% %❛♣♣♦%! 2 ❝❡❧❧❡- 0✉✬♦♥ ♦❜!✐❡♥❞%❛✐! 2 ♣❛%!✐% ❞❡
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♣♦✉( ❣(♦✉♣❡( ❧❡) ❞♦♥♥,❡) ❞✬❛❝'✐✈❛'✐♦♥) ♦❜'❡♥✉❡) ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡♠❡♥' )✉( ❧❡) ♠♦✲
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✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ✉♥✐✈♦<✉❡ (❡❧✐❛♥' ❧❡) ❝♦♦(❞♦♥♥,❡) ❞❡) )'✐♠✉❧✐ ✈✐)✉❡❧) ❛✉① ❝♦♦(❞♦♥✲
♥,❡) ❝♦('✐❝❛❧❡) ❞❡) ❛❝'✐✈❛'✐♦♥)✳ ❙✉( ❧❛ ❜❛)❡ ❞❡ ❝❡) ✐♥❢♦(♠❛'✐♦♥)✱ ♥♦✉) ❡✛❡❝'✉♦♥)
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♠✉❧'✐✲❢♦❝❛❧❡✳ ◆♦✉) ❧✬❛♣♣❧✐<✉♦♥) ❡♥)✉✐'❡ ♣♦✉( ♦❜'❡♥✐( ❞❡) (,)✉❧'❛') ♣(,❧✐♠✐♥❛✐(❡)
)✉( ❞❡✉① ,'✉❞❡) ❝♦❣♥✐'✐✈❡) )✉( ❧❡ '(❛✐'❡♠❡♥' ❧♦❝❛❧ ❡' ❣❧♦❜❛❧ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦(♠❛'✐♦♥
✈✐)✉❡❧❧❡✳
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❯♥❡ #$✉❞❡ ❞❡ ❣(♦✉♣❡ ♥#❝❡,,✐$❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐( (❡❝❛❧❡( ❧❡, ❞♦♥♥#❡, ❞❛♥, ✉♥ (❡♣1(❡ ❝♦♠✲
♠✉♥ ❞❡ ❝♦♦(❞♦♥♥#❡,✳ ▲❡, ♠#$❤♦❞❡, ❞❡ ♥♦(♠❛❧✐,❛$✐♦♥ ❤❛❜✐$✉❡❧❧❡♠❡♥$ ✉$✐❧✐,#❡, ,♦♥$ ❞❡
❞❡✉① $②♣❡, ✿ ✈♦❧✉♠✐;✉❡, ❡$ ,✉(❢❛❝✐;✉❡,✳ ❈❡, ♠#$❤♦❞❡, ,♦♥$ ❜❛,#❡, ❡,,❡♥$✐❡❧❧❡♠❡♥$ ,✉(
❧❛ ♠✐,❡ ❡♥ ❝♦((❡,♣♦♥❞❛♥❝❡ ❞❡ (❡♣1(❡, ❛♥❛$♦♠✐;✉❡,✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥$✱ ✐❧ ♥✬❛ ♣❛, ❡♥❝♦(❡ #$#
♠♦♥$(# ;✉❡ ❧❛ ✈❛(✐❛❜✐❧✐$# ✐♥$❡(✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡, ,✐❧❧♦♥, ❝♦($✐❝❛✉① ❝♦((❡,♣♦♥❞❛✐$ @ ❧❛ ✈❛✲
(✐❛❜✐❧✐$# ❞❡ ❧♦❝❛❧✐,❛$✐♦♥ ❞❡, ❛✐(❡, ✈✐,✉❡❧❧❡,✳ ❉❡ ♣❧✉,✱ ❧♦(, ❞❡ ❧❛ ♥♦(♠❛❧✐,❛$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❝❡(✈❡❛✉
,✉( ✉♥❡ (#❢#(❡♥❝❡✱ ✐❧ ❢❛✉$ ❝❤♦✐,✐( ✉♥ ❝♦♠♣(♦♠✐, ❡♥$(❡ ❧❛ ♣(#❝✐,✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ,✉♣❡(♣♦,✐$✐♦♥
,✉( ❧❛ (#❢#(❡♥❝❡✱ ❡$ ❧❡, ❞✐,$♦(,✐♦♥, @ ❛♣♣♦($❡( ❛✉ ❝❡(✈❡❛✉ ✐♥✐$✐❛❧✳ ❈❡($❛✐♥❡, ♠#$❤♦❞❡,
❛❧$❡(♥❛$✐✈❡, ,❡ ❜❛,❡♥$ ,✉( ❞❡, (❡♣1(❡, ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧, ♣❧✉$B$ ;✉✬❛♥❛$♦♠✐;✉❡, ✭❝♦♠♠❡ ❧❡,
❧✐♠✐$❡, ❞✬❛✐(❡, ✈✐,✉❡❧❧❡,✮✳ ❖( ❧❛ ✈❛(✐❛❜✐❧✐$# ❞❡, ❛✐(❡, ✈✐,✉❡❧❧❡, ♣(✐♠❛✐(❡, ❡,$ ✐♠♣♦($❛♥$❡ ✿
❧❡✉( ,✉(❢❛❝❡ ♣❡✉$ ✈❛(✐❡( ❞✬✉♥ ❢❛❝$❡✉( ✷✳✹ ,❡❧♦♥ ❧❡, ✐♥❞✐✈✐❞✉,✱ ❡$ ❝❡ ❢❛❝$❡✉( ❞✐✛1(❡ ❞✬✉♥❡
❛✐(❡ @ ❧✬❛✉$(❡✳ ❊♥ ❝♦♥,#;✉❡♥❝❡✱ ❧❛ ♥♦(♠❛❧✐,❛$✐♦♥ ,✉( ❞❡, ❝(✐$1(❡, ❢♦♥❝$✐♦♥♥❡❧, ✐♠♣❧✐;✉❡
❞❡, ❞✐,$♦(,✐♦♥, ✐♠♣♦($❛♥$❡,✱ ❡$ ✉♥ ❞❡ ❢❛✐(❡ ✉♥ ❝♦♠♣(♦♠✐, ,✉( ❧❛ ♠✐,❡ @ ❧✬#❝❤❡❧❧❡ ❞❡, ❞♦♥✲
♥#❡, ❞❡ ❝❤❛;✉❡ ❛✐(❡✳ ❯♥❡ ❛✉$(❡ ✐♥❝❡($✐$✉❞❡ ❝♦♥❝❡(♥❡ ❧✬♦(✐❣✐♥❡ ❞✉ (❡♣1(❡ ❞❡ ❝♦♦(❞♦♥♥#❡,
❞❡ (#❢#(❡♥❝❡✳
◆♦✉, ❛✈♦♥, ♣(♦♣♦,# ✉♥❡ ♠#$❤♦❞❡ ❞❡ ♥♦(♠❛❧✐,❛$✐♦♥ ❛❧$❡(♥❛$✐✈❡ ❣(♦✉♣❛♥$ ❧❡, ❛❝$✐✲
✈❛$✐♦♥, ❝♦($✐❝❛❧❡, ❞❡ ♣❧✉,✐❡✉(, ,✉❥❡$, ❞❛♥, ❧❡ ,②,$1♠❡ ❞❡ ❝♦♦(❞♦♥♥#❡, ✉♥✐✜# ❞✉ ❝❤❛♠♣
✈✐,✉❡❧✳ ❖♥ ,✬❛✛(❛♥❝❤✐$ ❛✐♥,✐ ❞✉ ♣(♦❜❧1♠❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛(✐❛❜✐❧✐$# ✐♥$❡(✲✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ ❞❡, ,✐❧❧♦♥,
❝♦($✐❝❛✉① ❡$ ❞❡, ❛✐(❡, ✈✐,✉❡❧❧❡,✳ ▲❡, ❝(✐$1(❡, ❞❡ ♥♦(♠❛❧✐,❛$✐♦♥ ,♦♥$ ❞#,♦(♠❛✐, ❜❛,#, ,✉(
❧❛ (❡❧❛$✐♦♥ (#$✐♥♦$♦♣✐;✉❡ ❜✐❥❡❝$✐✈❡ ❡♥$(❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐,✉❡❧ ❡$ ,❛ (❡♣(#,❡♥$❛$✐♦♥ ❝♦($✐❝❛❧❡
❞❛♥, ❝❤❛;✉❡ ❛✐(❡ ✈✐,✉❡❧❧❡ ❞ ❜❛, ♥✐✈❡❛✉✳ ❈❡$$❡ (❡❧❛$✐♦♥ ❡,$ ♣(♦♣(❡ @ ❝❤❛;✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✳
◆♦✉, ❛✈♦♥, ♥♦♠♠# ❝❡$$❡ ♠#$❤♦❞❡ ✏❝❛"#♦❣"❛♣❤✐❡ "*#✐♥♦#♦♣✐,✉❡ ✐♥✈❡"/❡✑ ♦✉ ✏"*#"♦✲
♣"♦❥❡❝#✐♦♥✑✳
▲❛ ✜❣✉(❡ ✹✳✶ ✐❧❧✉,$(❡ ❧❡ ♣(✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ♥♦$(❡ ♠#$❤♦❞❡ ✿ ❞❡, ❛❝$✐✈❛$✐♦♥, ❞#$❡❝$#❡ ♣❛(
■❘▼❢ ,♦♥$ ❛,,✐❣♥#, @ ✉♥ ♠♦❞1❧❡ ❞❡ ,✉(❢❛❝❡ ❝♦($✐❝❛❧❡✱ ♣♦✉( ❞❡✉① ,✉❥❡$, ✭♣♦✐♥$, ❜❧❡✉, ❡$
✈❡($,✮✳ ▲❡, ❧✐♠✐$❡, ❞❡, ❛✐(❡, ✈✐,✉❡❧❧❡, ✭❡♥ ♥♦✐(✮ ♦♥$ #$# ♣(#❛❧❛❜❧❡♠❡♥$ ❧♦❝❛❧✐,#❡, ,✉( ❧❛
,✉(❢❛❝❡ ♣❛( ✉♥❡ ❡①♣#(✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛($♦❣(❛♣❤✐❡ (#$✐♥♦$♦♣✐;✉❡✳ ❖♥ ♣❡✉$ ♥♦$❡( ❧❛ ✈❛(✐❛❜✐❧✐$#
❞❡ ❧❛ ,✉(❢❛❝❡ ❡$ ❞❡ ❧❛ ❢♦(♠❡ ❞❡ ❝❡, ❛✐(❡, ❡♥$(❡ ❧❡, ❞❡✉① ,✉❥❡$,✳ ❙✐ ❧✬♦♥ ♣❛(✈✐❡♥$ @ #$❛❜❧✐(
✉♥❡ ❢♦♥❝$✐♦♥✑ (#$✐♥♦$♦♣✐;✉❡ ✐♥✈❡(,❡✑ ❛,,♦❝✐❛♥$ @ ❝❤❛;✉❡ ♣♦,✐$✐♦♥ ❝♦($✐❝❛❧❡ ✭❞❛♥, ✉♥❡ ❛✐(❡
❞♦♥♥#❡✮ ✉♥❡ ♣♦,✐$✐♦♥ ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐,✉❡❧ ❞❡ ♠❛♥✐1(❡ ✉♥✐;✉❡✱ ♦♥ ♣❡✉$ ❛❧♦(, (❡♣(#,❡♥$❡(
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❞❡ ❧❛ ✜❣✉(❡ ✹✳✶✮✳
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❞❡ V ❡"& ♥♦&*❡ φ(v)✳
▲❛ &%❛♥"❢♦%♠❛&✐♦♥ T : R → V ❛""♦❝✐❡ ✉♥❡ ❧♦❝❛❧✐"❛&✐♦♥ ♣ ❞❡ ❧❛ %*&✐♥❡ 4 ✉♥ ✈♦①❡❧ ✈
♣❛% ❧❛ %❡❧❛&✐♦♥ ✿
φi = T (ρi) + εi
❛✈❡❝ iǫ[1, ..., n]✱ ♥ ❧❡ ♥♦♠❜%❡ ❞✬✐♠❛❣❡" ❞❡ ❧❛ "*%✐❡ &❡♠♣♦%❡❧❧❡✱ ❡& ε ❧❡ &❡%♠❡ ❞✬❡%%❡✉%✳
❖♥ ♣❡✉& ❢❛✐%❡ ❧✬❤②♣♦&❤@"❡ .✉❡ ❝❡&&❡ &%❛♥"❢♦%♠❛&✐♦♥ ❡"& ❧✐♥*❛✐%❡✱ ❡♥ "❡ ❜❛"❛♥& "✉% ❧❡
♣%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ "✉♣❡%♣♦"✐&✐♦♥ "♣❛&✐❛❧❡ ❞❡" ❛❝&✐✈❛&✐♦♥"✱ ✈❛❧✐❞* ❞❛♥" ❱✶ ♣❛% ❧❡" &%❛✈❛✉① ❞❡
❍❛♥"❡♥ ❡& ❛❧✳ ❬✷✵✵✹❪✳ ❙✐ T ❡"& ❧✐♥*❛✐%❡ ❡❧❧❡ ❡"& ❡♥&✐@%❡♠❡♥& ❝❛%❛❝&*%✐"*❡ ♣❛% "❛ %*♣♦♥"❡
✐♠♣✉❧"✐♦♥♥❡❧❧❡✳ ❈♦♥"✐❞*%♦♥" ✉♥❡ ❛❝&✐✈❛&✐♦♥ ♣♦♥❝&✉❡❧❧❡ δp ❡♥ ✉♥ ♣♦✐♥& ♣ ❞❡ ❧❛ %*&✐♥❡✳
❈❡&&❡ "&✐♠✉❧❛&✐♦♥ ♣♦♥❝&✉❡❧❧❡ ❛❝&✐✈❡ ✉♥ ❝❤❛♠♣ %*❝❡♣&❡✉% ❞❡ ❧❛ %*&✐♥❡✱ ❝❡♥&%* ❡♥ pv ❡& ❞❡
%❛②♦♥ λv ✭♦♥ ❡"&✐♠❡ .✉❡ ❧❛ ❢♦%♠❡ ❞❡" ❝❤❛♠♣" %*❝❡♣&❡✉%" "✉% ❧❛ %*&✐♥❡ ❡"& ❝✐%❝✉❧❛✐%❡✮✳
▲❛ ❝♦♥✈♦❧✉&✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛❝&✐✈✐&* ♣♦♥❝&✉❡❧❧❡ ♣❛% ❝❡ ❝❤❛♠♣ %*❝❡♣&❡✉% ❝♦%%❡"♣♦♥❞ 4 ✉♥ ❧✐""❛❣❡
❣❛✉""✐❡♥ ❝❡♥&%* ❡♥ pv ❡& ❞✬*❝❛%&✲&②♣❡λv✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦%❣❛♥✐"❛&✐♦♥ ❞❡" ♣❤♦&♦%*❝❡♣&❡✉%" ❞❡
❧❛ %*&✐♥❡ ❡"& ❝♦♥"❡%✈*❡ ❛✉ "❡✐♥ ❞✉ ◆●▲ ❡& ❞✉ ❝♦%&❡① ✈✐"✉❡❧✱ ♦♥ ♣❡✉& ❞♦♥❝ ♠♦❞*❧✐"❡% ❧❛
&%❛♥"❢♦%♠❛&✐♦♥ ❡♥&%❡ ❧❛ %*&✐♥❡ ❡& ❧❡ ❝♦%&❡① ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❣❛✐♥ γv ✿




❚❤✐%✐♦♥ ❡& ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ♦♥& ❡"&✐♠* ❧❡" ♣❛%❛♠@&%❡" ❞❡ ❝❡ ♠♦❞@❧❡✱ ❡♥ %*"♦❧✈❛♥& ❧❡" *.✉❛&✐♦♥" ✿












▲❛ ♣❤❛$❡ ❞❡ ❧✬❛❝*✐✈❛*✐♦♥ φ(v) ❛✉ ✈♦①❡❧ ✈ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣❡4♠❡* ❞✬❡$*✐♠❡4 ❧❛
♣♦$✐*✐♦♥ ❞✉ ❝❡♥*4❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ 45❝❡♣*❡✉4 ✭♣4✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ❝❛4*♦❣4❛♣❤✐❡ *4❛✈❡❧❧✐♥❣✲✇❛✈❡✮✳
❊♥ ■❘▼❢✱ ♥♦✉$ ♥❡ ❞5*❡❝*♦♥$ ♣❛$ ❞✐4❡❝*❡♠❡♥* ❧✬❛❝*✐✈✐*5 ❞❡$ ♥❡✉4♦♥❡$✱ ♠❛✐$ ❧❡$ ✈❛4✐❛✲
*✐♦♥$ ♣❤②$✐♦❧♦❣✐A✉❡$ ❞❛♥$ ❧❡$ ✈❛✐$$❡❛✉① $❛♥❣✉✐♥$ 4❡❝4✉*5$ ♣❛4 ❧✬❛❝*✐✈❛*✐♦♥ ♥❡✉4♦♥❛❧❡✳ ▲❛
*4❛♥$❢♦4♠❛*✐♦♥ N : S→ V ❞❡ ❧✬❛❝*✐✈❛*✐♦♥ ♥❡✉4♦♥❛❧❡ B ❧❛ ✈❛4✐❛*✐♦♥ ♣❤②$✐♦❧♦❣✐A✉❡ ❝♦44❡$✲
♣♦♥❞❛♥*❡ $❡ *4❛❞✉✐* ❞♦♥❝ ♣❛4 ✉♥ ❧✐$$❛❣❡ $♣❛*✐❛❧ ❡* *❡♠♣♦4❡❧ ✭❍❘❋✮✳ ▲❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐$♦♥ ❞❡$
♣❤❛$❡$ ❡♥ 45♣♦♥$❡ B ❞❡$ $*✐♠✉❧✐ 45*✐♥♦*♦♣✐A✉❡$ ❞❡ $❡♥$ ✐♥✈❡4$❡ ♣❡4♠❡* ❞❡ $✬❛✛4❛♥❝❤✐4 ❞✉
❜✐❛✐$ ✐♥*4♦❞✉✐* ♣❛4 ❧❡ ❞5❧❛✐ ❤5♠♦❞②♥❛♠✐A✉❡✱ ❡* ❞❡ 45❞✉✐4❡ ❧✬✐♥❝❡4*✐*✉❞❡ ❧✐5❡ ❛✉ ❧✐$$❛❣❡
*❡♠♣♦4❡❧✳ ▲❡$ 45$✉❧*❛*$ ❞❡ ❚❤✐4✐♦♥ ❡* ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ♠❡**❡♥* ❡♥ 5✈✐❞❡♥❝❡ A✉❡ ❧✬✐♥❝❡4*✐*✉❞❡
$✉4 pv ✐♠♣❛❝*❡ ♣❧✉$ $✐❣♥✐✜❝❛*✐✈❡♠❡♥* $✉4 ❧❛ 4♦❜✉$*❡$$❡ ❞❡ ❧❛ 4❡♣45$❡♥*❛*✐♦♥ ✐♥✈❡4$❡ A✉❡
❧✬✐♥❝❡4*✐*✉❞❡ $✉4 λv ❡* pv✳ ❖4 ❧❡$ ❝♦♦4❞♦♥♥5❡$ ❞❡ pv $♦♥* ❞5*❡4♠✐♥5❡$ ♣❛4 ❧❛ ♣❤❛$❡ ❞❡$
❛❝*✐✈❛*✐♦♥$✳ ❊♥ ❝♦♥$5A✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉$ ❛✈♦♥$ ❝❤❡4❝❤5 B ♦♣*✐♠✐$❡4 ❧❡ ♣❧✉$ ♣♦$$✐❜❧❡ ♥♦$ ❝❛4*❡$
❞❡ ♣❤❛$❡$ $✉4❢❛❝✐A✉❡$ ✭✈♦✐4 $❡❝*✐♦♥ ✹✳✷✮✳
▲❡$ 4❛②♦♥$ ❞❡$ ❝❤❛♠♣$ 45❝❡♣*❡✉4$ $✉4 ❧❛ 45*✐♥❡ ♥❡ $♦♥* ♣❛$ ❞❡ *❛✐❧❧❡ ✜①❡ ✿ ✐❧$ ❛✉❣✲
♠❡♥*❡♥* ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥*4✐❝✐*5 ❞❡ ❧❡✉4 ❝❡♥*4❡✳ ❚❤✐4✐♦♥ ❡* ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ♦♥* ❝❡♣❡♥❞❛♥*
♠♦♥*45 A✉✬♦♥ ♥✬♦❜*✐❡♥* ♣❛$ ❞❡ 45$✉❧*❛*$ $✐❣♥✐✜❝❛*✐✈❡♠❡♥* ❞✐✛54❡♥*$ $✐ ♦♥ ❛**4✐❜✉❡ ✉♥❡
✈❛❧❡✉4 ✜①❡ B λv✳
❈❡$ ❤②♣♦*❤R$❡$ $✐♠♣❧✐✜❝❛*4✐❝❡$ ♣❡4♠❡**❡♥* ❞❡ ❝♦♥$✐❞54❡4 A✉❡ ❧❛ *4❛♥$❢♦4♠❛*✐♦♥ T :
C→ S ❡$* ❜✐❥❡❝*✐✈❡ $5♣❛45♠❡♥* ♣♦✉4 ❝❤❛A✉❡ ❛✐4❡ ✈✐$✉❡❧❧❡✱ ❡* 45✈❡4$✐❜❧❡✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✸ ✕ ❙♦✉#❝❡& ❞✬✐♥❝❡#+✐+✉❞❡& ♣❤②&✐♦❧♦❣✐1✉❡& ❡♥+#❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐&❛+✐♦♥ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥+ ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♠♣
✈✐&✉❡❧ ❡+ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐&❛+✐♦♥ ❞❡ ❧❛ #5♣♦♥&❡ ♣❤②&✐♦❧♦❣✐1✉❡ 1✉✐ ✈❛ 6+#❡ ♠❡&✉#5❡ ♣❛# ■❘▼❢✳
✹✳✶✳✶✳✷ ❙♦✉'❝❡* ❞✬✐♥❝❡'/✐/✉❞❡* ❧✐1❡* 2 ❧❛ ❝❤❛5♥❡ ❞❡ /'❛✐/❡♠❡♥/
▲❡$ ✐♠❛❣❡$ ♠❡$✉45❡$ ❡♥ ■❘▼❢ $♦♥* ♦❜*❡♥✉❡$ ❞❛♥$ ❧✬❡$♣❛❝❡ ✈♦❧✉♠✐A✉❡ ❞✉ ❝❡4✈❡❛✉✳
▲✬5❝❤❛♥*✐❧❧♦♥♥❛❣❡ ❞✉ $✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉ ♣❛4 ❧❡$ ✈♦①❡❧$ ❞❡$ ✐♠❛❣❡$ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡$ ❡$* ✉♥❡
♣4❡♠✐R4❡ $♦✉4❝❡ ❞✬✐♥❝❡4*✐*✉❞❡✱ ♥♦*❛♠♠❡♥* B ❝❛✉$❡ ❞❡ ❧✬❡✛❡* ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛4*✐❡❧ ✿ ❧❡$
✈♦①❡❧$ ❝♦♥*✐❡♥♥❡♥* ✉♥ ♠5❧❛♥❣❡ ❞❡ ▼❇ ❡* ▼● ❡* ❞❡ ▲❈❘ ❞❛♥$ ❞✐✛54❡♥*❡$ ♣4♦♣♦4*✐♦♥$✱
❝❡ A✉✐ ❛✛❡❝*❡ ❧✬✐♥*❡♥$✐*5 ❞✉ $✐❣♥❛❧ ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧ ♠❡$✉45✳
▲❛ ♣4♦❜❧5♠❛*✐A✉❡ ♣4✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛Y♥❡ ❞❡ *4❛✐*❡♠❡♥* ❞❡ ❝❛4*♦❣4❛♣❤✐❡ 45*✐♥♦*♦✲
♣✐A✉❡ ❡$* ❞❡ ❢❛✐4❡ ❝♦44❡$♣♦♥❞4❡ ❧❡$ ♣♦✐♥*$ ❞❡$ ❡$♣❛❝❡$ V ❡* S ❛✈❡❝ ❧❡ ♠♦✐♥$ ❞✬❡44❡✉4$
♣♦$$✐❜❧❡$✳ ▲✬❛♥❛*♦♠✐❡ ♥♦✉$ ♣❡4♠❡* ❞❡ 45❛❧✐$❡4 ✉♥❡ *❡❧❧❡ *4❛♥$❢♦4♠❛*✐♦♥ ✿ A : V→ S✳
▲❛ 4❡❝♦♥$*4✉❝*✐♦♥ ❞✉ ♠♦❞R❧❡ ❞❡ $✉4❢❛❝❡ ❝♦4*✐❝❛❧❡ ❝♦♠♣♦4*❡ ❞❡ ♥♦♠❜4❡✉$❡$ ✐♥❝❡4*✐✲
*✉❞❡$ ✿
✕ ❧❡$ ❡44❡✉4$ ❞✬❛**4✐❜✉*✐♦♥ ❞❡$ ✈♦①❡❧$ ❛♥❛*♦♠✐A✉❡$ B ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❝❧❛$$❡ ❞❡ *✐$$✉$ ✭❜✐❛✐$
❞✬✐♥*❡♥$✐*5 $✉4 ❧✬✐♠❛❣❡✱ ❡✛❡* ❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛4*✐❡❧✳✳✳✮
✕ ❧✬❛♣♣4♦①✐♠❛*✐♦♥ ❞✉ 4❡❧✐❡❢ ❝♦4*✐❝❛❧ B ✉♥ ♠❛✐❧❧❛❣❡ ❝♦44❡$♣♦♥❞❛♥* ❛✉ ✏❝❡♥*4❡✑ ❞❡ ❧❛
❝♦✉❝❤❡ ❝♦4*✐❝❛❧❡✳
▲❡$ $♦✉4❝❡$ ❞✬❡44❡✉4$ ❛**4✐❜✉❛❜❧❡$ B ❧✬5*❛♣❡ ❞❡ $❡❣♠❡♥*❛*✐♦♥ $♦♥* 45❞✉✐*❡$ ❞✬✉♥❡ ♣❛4*
♣❛4 ❧✬♦♣*✐♠✐$❛*✐♦♥ ❞❡ ♥♦*4❡ ❛❧❣♦4✐*❤♠❡ ❡* ❞✬❛✉*4❡ ♣❛4* ♣❛4 ❧❡$ ❝♦44❡❝*✐♦♥$ ♠❛♥✉❡❧❧❡$✳ ❖♥
✶✽✼
❛ ♣✉ ❝♦♥&'❛'❡) ❞❛♥& ❧❛ &❡❝'✐♦♥ ✶✳✹✳✶✳✸ ❧✬✐♠♣❛❝' ❞✬✉♥❡ &✉♣❡)♣♦&✐'✐♦♥ ❡))♦♥3❡ ❡♥')❡ ❧✬✐♠❛❣❡
❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡' ❛♥❛'♦♠✐6✉❡ &✉) ❧❛ ❧♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ ❝♦)'✐❝❛❧❡ ❞❡& ❛❝'✐✈❛'✐♦♥&✳ ❈❡& ❡))❡✉)& ❞❡
&✉♣❡)♣♦&✐'✐♦♥& &♦♥' ♠✐♥✐♠✐&3❡& ♣❛) ❧❛ ❝♦))❡❝'✐♦♥ ❞❡& ❞✐&'♦)&✐♦♥& ❣3♦♠3')✐6✉❡&✳ ▼❛❧❣)3
❝❡& ❡✛♦)'&✱ ❧❡ ❢❛✐' ❞✬❛&&✐❣♥❡) ❞❡& ❝❡♥')❡& ❞❡ ✈♦①❡❧& ❞❡ ✷✼ ♠♠
3
? ✉♥ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ &✉)❢❛❝❡
❝♦)'✐❝❛❧❡ ❡①')❛✐' ? ♣❛)'✐) ❞❡ ✈♦①❡❧& ❞❡ ✶ ♠♠
3
✐♥❞✉✐' ❞❡ ♥♦♠❜)❡✉&❡& ❡))❡✉)& ❞❡ ❧♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥
❝♦)'✐❝❛❧❡✳
▲❛ ')❛♥&❢♦)♠❛'✐♦♥ A : V → S ❡&' ❞♦♥❝ ✐))3✈❡)&✐❜❧❡✳ ■❧ ❡&' ❝❡♣❡♥❞❛♥' ♣♦&&✐❜❧❡ ❞❡
❞3'❡❝'❡) ❝❡& ❡))❡✉)& ❞✬❛&&✐❣♥❛'✐♦♥ ❡' ❧❡& ❡①❝❧✉)❡ ❞✉ )❡&'❡ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛E♥❡ ❞❡ ')❛✐'❡♠❡♥' ❞❡
❧❛ ❝❛)'♦❣)❛♣❤✐❡ ✐♥✈❡)&❡✳ ❊❧❧❡& ❝♦))❡&♣♦♥❞❡♥' ❡♥ ❡✛❡'& ? ❞❡& ✏&❛✉'& ❞❡ ♣❤❛&❡✑ ❞❛♥& ❧❡&
❝❛)'❡& ❞✬❡①❝❡♥')✐❝✐'3 ❡' ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐)❡✳ ▲❛ ♣)❡♠✐@)❡ 3'❛♣❡ ❞❡ ♥♦')❡ ♠3'❤♦❞❡ ❞❡ )3')♦✲
♣)♦❥❡❝'✐♦♥ ❞❡& ❞♦♥♥3❡& ❝♦♥&✐&'❡ ❞♦♥❝ ? ❞3'❡❝'❡) ❞❡ '❡❧& &❛✉'& ❞❡ ♣❤❛&❡ ❛✜♥ ❞✬♦❜'❡♥✐)
❞❡& ❝❛)'❡& ❞❡ ♣❤❛&❡ ❞❡ )3❢3)❡♥❝❡ ♦♣'✐♠✐&3❡&✳ ▲❛ ♣)♦❝3❞✉)❡ ❡&' ❞3❝)✐'❡ ❡♥ ❞3'❛✐❧ ❞❛♥& ❧❛
&❡❝'✐♦♥ ✹✳✷✮✳
✹✳✶✳✷ ❘%&'♦✲♣'♦❥❡❝&✐♦♥ ❞❡1 ❛❝&✐✈❛&✐♦♥1 ❞❛♥1 ❧❡ ❝❛❞'❡ ✉♥✐✜% ❞✉
❝❤❛♠♣ ✈✐1✉❡❧
✹✳✶✳✷✳✶ $%✐♥❝✐♣❡ ❞❡ ❧❛ ♠/0❤♦❞❡
▲❡ ❜✉' ❞❡ ❧❛ )3')♦✲♣)♦❥❡❝'✐♦♥ ❡&' ❞❡ )❡♣)3&❡♥'❡) ❧❡& ❛❝'✐✈❛'✐♦♥& ❝♦)'✐❝❛❧❡& ❞✬✉♥❡ 3'✉❞❡
■❘▼❢ ❞❛♥& ✻ )❡♣@)❡& ❞❡ ❝♦♦)❞♦♥♥3❡& ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐&✉❡❧✱ ❝♦))❡&♣♦♥❞❛♥' ❛✉① ❛✐)❡& ❱✶✱ ❱✷✈✱
❱✷❞✱ ❱✸✈✱ ❱✸❞ ❡' ❱✹✳ ▲❛ ♣)❡♠✐@)❡ 3'❛♣❡ ❞❡ ♥♦')❡ ♠3'❤♦❞❡ ❝♦♥&✐&'❡ ❞♦♥❝ ? 3'✐6✉❡''❡)
❧❡& ❛❝'✐✈❛'✐♦♥& &❡❧♦♥ ❧❡✉) ❛♣♣❛)'❡♥❛♥❝❡ ? ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❝❡& ❛✐)❡& )3'✐♥♦'♦♣✐6✉❡&✳
❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ❞✐&❝✉'3 ♣)3❝3❞❡♠♠❡♥'✱ ✐❧ ❡①✐&'❡ ❞❡ ♥♦♠❜)❡✉&❡& ✐♥❝❡)'✐'✉❞❡& &✉)
❧❛ ❝♦))❡&♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥')❡ ✉♥❡ ♣♦&✐'✐♦♥ ❞❛♥& ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐&✉❡❧ ❡' &❛ ❧♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ ❝♦)'✐❝❛❧❡ &✉)
❧❡ ♠♦❞@❧❡ ❞❡ &✉)❢❛❝❡✳ ▲❛ ♣)✐♥❝✐♣❛❧❡ &♦✉)❝❡ ❞✬❡))❡✉) ❡&' ❞✉❡ ? ❧✬❛&&✐❣♥❛'✐♦♥ ❞❡& ❞♦♥♥3❡&
❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡& ❛✉ ♠❛✉✈❛✐& ❝♦'3 ❞✬✉♥ &✐❧❧♦♥ ❝♦)'✐❝❛❧ ♦✉ ❞✬✉♥ ❣②)✉&✳ ■❧ ❢❛✉' ❛♠3❧✐♦)❡) ❧❛
)3✈❡)&✐❜✐❧✐'3 ❞❡& ❝❛)'❡& ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡& ❞❡ ♣❤❛&❡& ❡♥ ❡①❝❡♥')✐❝✐'3 ❡' ❡♥ ❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐)❡✱ ❡♥
❞3'❡❝'❛♥' ❝❡& ❡))❡✉)& ❞✬❛&&✐❣♥❛'✐♦♥✳
❈❡& ❝❛)'❡& ♦♣'✐♠✐&3❡& &❡)✈❡♥' ❡♥&✉✐'❡ ❞❡ )3❢3)❡♥❝❡ ♣♦✉) ❢❛✐)❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥')❡ ❧❡& ❡&♣❛❝❡&
S ❡' C✳ ❯♥❡ ✈❛❧❡✉) ❞❡ ♣❤❛&❡ ❡♥ ❡①❝❡♥')✐❝✐'3 ❡' ❡♥ ❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐)❡ &❡)❛ ✐♥'❡)♣♦❧3❡ ? ❧❛
❧♦❝❛❧✐&❛'✐♦♥ ❝♦)'✐❝❛❧❡ ❞❡& ❛❝'✐✈❛'✐♦♥& ■❘▼❢✳ ❈♦♠♠❡ ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐&✉❡❧ ❛✈❛✐' 3'3 ❡♥❝♦❞3 ❞❡
♠❛♥✐@)❡ ❜✐❥❡❝'✐✈❡ ♣❛) ❧❡& &'✐♠✉❧✐ ❞✬❡①❝❡♥')✐❝✐'3 ❡' ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐)❡✱ ❧❡& ✈❛❧❡✉)& ❞❡ ♣❤❛&❡&
♣❡♠❡''❡♥' ❞❡ )❡')♦✉✈❡) ❧❡& ❝♦♦)❞♦♥♥3❡& ✈✐&✉❡❧❧❡& ❝♦))❡&♣♦♥❞❛♥'❡&✱ ❡' ❞❡ )❡♣)3&❡♥'❡) ❧❡&
❛❝'✐✈❛'✐♦♥& ❞❛♥& ❧❡ ❝❛❞)❡ ✉♥✐✜3 ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐&✉❡❧✳
✹✳✶✳✷✳✷ ❙♦✉%❝❡5 ❞✬✐♥❝❡%0✐0✉❞❡ ❧✐/❡5 7 ❧❛ ♠/0❤♦❞❡
▲❡& ✐♥❢♦)♠❛'✐♦♥& )3'✐♥♦'♦♣✐6✉❡& ♥❡ &♦♥' ❜✐❥❡❝'✐✈❡& 6✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥'✱ ❝✬❡&'✲?✲❞✐)❡ ?
❧✬✐♥'3)✐❡✉) ❞❡ ❝❤❛6✉❡ ❛✐)❡✳ ◆♦✉& ❛❧❧♦♥& ❞♦♥❝ ✐♥'❡)♣♦❧❡) ❧❛ ♣❤❛&❡ ? ❧✬❡♥❞)♦✐' ❞❡ ❧✬❛❝'✐✈❛'✐♦♥
■❘▼❢ ❝♦♥&✐❞3)3❡✱ ❡♥ ♥❡ ♣)❡♥❛♥' ❡♥ ❝♦♠♣'❡ 6✉❡ ❧❡& ♣❤❛&❡& ❛♣♣❛)'❡♥❛♥' ? ❧❛ ♠S♠❡ ❛✐)❡
✈✐&✉❡❧❧❡✳ ❈✬❡&' ❧✬✐♥❢♦)♠❛'✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛&❡ 6✉✐ )❡❧✐❡ ❧❡& ❡&♣❛❝❡& S ❡' C✳ ▲✬❡))❡✉) &✉) &❛ ♠❡&✉)❡
✐♥❞✉✐' ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✐♥❝❡)'✐'✉❞❡ &✉) ❧❛ )3')♦✲♣)♦❥❡❝'✐♦♥ ❞❡& ❛❝'✐✈❛'✐♦♥& ❞❛♥& ❧❡ )❡♣@)❡ ❞✉
❝❤❛♠♣ ✈✐&✉❡❧✳ ◆♦✉& ♣♦♥❞3)♦♥& ❧❛ ❝♦♥')✐❜✉'✐♦♥ ❞❡& ♣❤❛&❡& ❞❛♥& ❧✬✐♥'❡)♣♦❧❛'✐♦♥ ♣❛) ❧❡✉)
❘❙❇ ❢)36✉❡♥'✐❡❧ ❝♦))❡&♣♦♥❞❛♥'✳ ❈♦♠♠❡ ♥♦✉& ❧✬❛✈♦♥& ❞✐&❝✉'3 ❛✉ ❝❤❛♣✐')❡ ✸✱ ❧❡ ❜)✉✐'
❞❡ ♥♦& ✐♠❛❣❡& ❢♦♥❝'✐♦♥♥❡❧❧❡& ❡&' ❝♦♠♣♦&3 ? ❧❛ ❢♦✐& ❞❡ ❜)✉✐' '❤❡)♠✐6✉❡ ✭❛&&✐♠✐❧3 ? ✉♥
❜)✉✐' ❜❧❛♥❝ ●❛✉&&✐❡♥✮ ❡' ❞❡ ❜)✉✐' ♣❤②&✐♦❧♦❣✐6✉❡✳ ❆✜♥ ❞✬❡&'✐♠❡) ❧❡ ❘❙❇ ❢)36✉❡♥'✐❡❧
❞❡& ❞♦♥♥3❡&✱ ❧❡ ❜)✉✐' ❡&' ♠❡&✉)3 ♣♦✉) ❧❡& ❢)36✉❡♥❝❡& &✉♣3)✐❡✉)❡& ? ❧❛ ❢)36✉❡♥❝❡ ❞❡
&'✐♠✉❧❛'✐♦♥ ✈✐&✉❡❧❧❡✳ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✹✳✹ ♠♦♥')❡ ❧✬❤✐&'♦❣)❛♠♠❡ ❡' ❧❛ ❢♦♥❝'✐♦♥ ❞✬❛✉'♦❝♦))3❧❛'✐♦♥
✶✽✽
❞✉ ❜#✉✐% ❞❛♥( ❝❡%%❡ ❣❛♠♠❡ ❞❡ ❢#./✉❡♥❝❡✳ ❈❡( ❝❛#❛❝%.#✐(✐/✉❡( (♦♥% ♣#♦❝❤❡( ❞❡ ❝❡❧❧❡( /✉❡
❧✬♦♥ ♦❜%✐❡♥❞#❛✐% ♣♦✉# ✉♥ ❜#✉✐% ❜❧❛♥❝ ✿ ✉♥❡ ❢♦#♠❡ #✐❝✐❡♥♥❡ ♣♦✉# ❧✬❤✐(%♦❣#❛♠♠❡ ♣✉✐(/✉❡
❧❡( ❞♦♥♥.❡( (♦♥% ❡①%#❛✐%❡( ❞❡( ✐♠❛❣❡( ♠♦❞✉❧❡(✱ ❡% ♥♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡(✱ ❡% ✉♥ ❞✐#❛❝ ♣♦✉# ❧❛
❢♦♥❝%✐♦♥ ❞✬❛✉%♦❝♦##.❧❛%✐♦♥✳
❋✐❣✉$❡ ✹✳✹ ✕ ❍✐"#♦❣&❛♠♠❡ ❡# ❢♦♥❝#✐♦♥ ❞✬❛✉#♦❝♦&&0❧❛#✐♦♥ ❞✉ ❜&✉✐# ❢&03✉❡♥#✐❡❧ ❝♦&&❡"♣♦♥❞❛♥# ❛✉①
❢&03✉❡♥❝❡" "✉♣0&✐❡✉&❡" 6 ❧❛ ❢&03✉❡♥❝❡ ❞❡ "#✐♠✉❧❛#✐♦♥ ✈✐"✉❡❧❧❡✳
❖♥ ❛((✐♠✐❧❡ ❞♦♥❝ ❧❡ ❜#✉✐% ❢#./✉❡♥%✐❡❧ ❞❛♥( ❧❡( ❤❛✉%❡( ❢#./✉❡♥❝❡( = ✉♥ ❜#✉✐% ❣❛✉((✐❡♥✳
❉❛♥( ❝❡( ❝♦♥❞✐%✐♦♥(✱ ❧✬✐♥❝❡#%✐%✉❞❡ (✉# ❧❛ ♠❡(✉#❡ ❞❡ ❧❛ ♣❤❛(❡ ❡(% ✐♥✈❡#(❡♠❡♥% ♣#♦♣♦#%✐♦♥✲
♥❡❧❧❡ ❛✉ ❘❙❇ ❢#./✉❡♥%✐❡❧✳ ❖♥ ♣❡✉% ❞♦♥❝ ♦❜%❡♥✐# ✉♥❡ ❡(%✐♠❛%✐♦♥ (✉# ❧✬❡##❡✉# ❞❡ ❧❛ ♣❤❛(❡
✐♥%❡#♣♦❧.❡ ❡♥ ✐♥%❡#♣♦❧❛♥% ❧❡( ❝❛#%❡( ❞❡ ❘❙❇ ❢#./✉❡♥%✐❡❧ ❛✉① ❧♦❝❛❧✐(❛%✐♦♥( ❝♦#%✐❝❛❧❡( ❞❡(
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❝♦✉❧❡✉# ❞✉ ❞❡♠✐✲❝❡#❝❧❡ ♠❡' ❡♥ ❝♦##❡%♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧❡% ❧♦❝❛❧✐%❛'✐♦♥% ❝♦#'✐❝❛❧❡% ❞❡% ♣❤❛%❡% ❡' ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦✲
❧❛✐#❡ ❞❛♥% ❧✬❤$♠✐❝❤❛♠♣ ✈✐%✉❡❧ ❞#♦✐'✳ ▲❡% ✈❛❧❡✉#% ✐♥❞✐?✉$❡% %♦♥' ❝❡❧❧❡% ❞❡% ♣❤❛%❡%✱ ❡' ♥♦♥ ❝❡❧❧❡% ❞❡ ❧❛
❝♦♦#❞♦♥♥$❡ ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐#❡✳
✶✾✷
✹✳✷✳✷ ❖♣%✐♠✐(❛%✐♦♥ ❞❡( ❝❛/%❡( ❞✬❡①❝❡♥%/✐❝✐%2 ✭❢❛❝%❡✉/ ❞✬❛❣/❛♥✲
❞✐((❡♠❡♥%✮
▲❛ ♠#$❤♦❞❡ ✉$✐❧✐,#❡ ♣♦✉. ❞#$❡❝$❡. ❧❡, ,❛✉$, ❞❡ ♣❤❛,❡, ❞❛♥, ❧❡, ❝❛.$❡, ❞✬❡①❝❡♥$.✐❝✐$#
,❡ ❜❛,❡ ,✉. ✉♥❡ ❛✉$.❡ ♣.♦♣.✐#$# ❞❡, ❛✐.❡, .#$✐♥♦$♦♣✐4✉❡, ✿ ❧❡ ❢❛❝$❡✉. ❞✬❛❣.❛♥❞✐,,❡♠❡♥$✳
◆♦$.❡ ♠#$❤♦❞❡ ,✬✐♥,♣✐.❡ ❞❡ ❧❛ ♠#$❤♦❞❡ ❞✬❊❥✐♠❛✱ 4✉✐ ❛ #$✉❞✐# ❧❡ ❢❛❝$❡✉. ❞✬❛❣.❛♥❞✐,,❡✲
♠❡♥$ ❞❛♥, ❧❡, ❛✐.❡, .#$✐♥♦$♦♣✐4✉❡, ❱✶✱ ❱✷✱ ❱✸ ❡$ ❱✹ ❬❊❥✐♠❛ ❡$ ❛❧✳✱ ✷✵✵✸❪✳ ■❧ ❝♦♥,✐❞G.❡
4✉❡ ❧✬❡①❝❡♥$.✐❝✐$# .❡♣.#,❡♥$#❡ ✈❛.✐❡ ❞❡ ♠❛♥✐G.❡ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ ,✉.❢❛❝❡ ❝♦.✲
$✐❝❛❧❡ ❞❛♥, $♦✉$❡, ❧❡, ❛✐.❡,✱ ,❡❧♦♥ ❧❛ ❢♦.♠❡ ✿
r = A.eB.d ✭✹✳✶✮
❛✈❡❝ . ❧✬❡①❝❡♥$.✐❝✐$# ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐,✉❡❧✱ ❞ ❧❛ ❞✐,$❛♥❝❡ ❝♦.$✐❝❛❧❡ K ✉♥❡ ❧✐❣♥❡ ❞✬✐,♦✲
❡①❝❡♥$.✐❝✐$#✱ ❇ ❧❡ ❢❛❝$❡✉. ❞✬❛❣.❛♥❞✐,,❡♠❡♥$ ✭❡♥ ♠♠ ♣❛. ❞❡❣.#✮ ❡$ ❆ ✉♥ ❢❛❝$❡✉. ❞✬#❝❤❡❧❧❡✳
▲✬✐♥❢♦.♠❛$✐♦♥ ❞❡ ♣❤❛,❡ ❞❡, ✈♦①❡❧, ❞♦♥♥❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥$.✐❝✐$# . ❝♦..❡,♣♦♥❞❛♥$❡
❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐,✉❡❧✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ♥♦✉, ✉$✐❧✐,♦♥, ✉♥❡ ♣❛.❛♠#$.✐,❛$✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡ ♣♦✉.
♥♦, ,$✐♠✉❧✐ ❞✬❡①❝❡♥$.✐❝✐$# ✿









❛✈❡❝ . ❧✬❡①❝❡♥$.✐❝✐$# ❞❛♥, ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐,✉❡❧✱ .min ❡$ .max ❧❡, ❡①❝❡♥$.✐❝✐$#, ♠✐♥✐♠❛❧❡,
❡$ ♠❛①✐♠❛❧❡, ❞✉ ,$✐♠✉❧✉, ✭.❡,♣❡❝$✐✈❡♠❡♥$ ✵✳✷➦ ❡$ ✽✳✹➦✮✱ ❡$ φ ❧❛ ♣❤❛,❡ ❞❡ ❧✬❛❝$✐✈❛$✐♦♥
❝♦..❡,♣♦♥❞❛♥$❡✳
▲✬♦.✐❣✐♥❡ 4✉❡ ♥♦✉, ❛✈♦♥, ❝❤♦✐,✐❡ ♣♦✉. ❝❛❧❝✉❧❡. ❧❡, ❞✐,$❛♥❝❡, ❝♦.$✐❝❛❧❡, ❡,$ ✉♥❡ ❧✐❣♥❡
❞✬✐,♦✲❡①❝❡♥$.✐❝✐$# K E0 = 2, 5➦✳ ❈❡$$❡ ✈❛❧❡✉. ❝♦..❡,♣♦♥❞ ❛♣♣.♦①✐♠❛$✐✈❡♠❡♥$ K ❧❛ ♠#❞✐❛♥❡
❞❡ ❧✬#$❡♥❞✉❡ ❝♦.$✐❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ .❡♣.#,❡♥$❛$✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥$.✐❝✐$# ❞❛♥, ❧❡, ❛✐.❡, ✭✈♦✐. ✜❣✉.❡
✹✳✼✮✳ ▲❡, ❞✐,$❛♥❝❡, ❝♦.$✐❝❛❧❡, ❞❡, ✈♦①❡❧, K ❝❡$$❡ ❧✐❣♥❡ ,♦♥$ ❝❛❧❝✉❧#❡, ❡♥ ✉$✐❧✐,❛♥$ ♥♦$.❡
♦✉$✐❧ ❞✬❡,$✐♠❛$✐♦♥ ❞❡, ❞✐,$❛♥❝❡, ❣#♦❞#,✐4✉❡, ✭✈♦✐. ,❡❝$✐♦♥ ✸✳✶✳✸✮✳ ❈♦♠♠❡ ❧✬♦.✐❣✐♥❡ ❞❡,
❞✐,$❛♥❝❡, ♥❡ ❝♦..❡,♣♦♥❞ ♣❛, K ❧❛ ✈❛❧❡✉. ❞✬❡①❝❡♥$.✐❝✐$# ♥✉❧❧❡✱ ♦♥ ❛$$.✐❜✉❡ ✉♥ ,✐❣♥❡ ❛✉①
❞✐,$❛♥❝❡,✳ ❯♥ ✈❡❝$❡✉.
~E ♦.✐❡♥$# ❞❛♥, ❧❡ ,❡♥, ❞❡, ❡①❝❡♥$.✐❝✐$#, ❝.♦✐,,❛♥$❡, ❡,$ ❞#✜♥✐
♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥$ ❞❛♥, ❝❤❛4✉❡ ❛✐.❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐❧❧✉,$.❡ ❧❛ ✜❣✉.❡ ✹✳✼✳ ❖♥ ❛$$.✐❜✉❡ ♣♦✉. ❝❤❛4✉❡
✈♦①❡❧ ✉♥ ✈❡❝$❡✉.
~d .❡❧✐❛♥$ ❧❛ ♣.♦❥❡❝$✐♦♥ ❞✉ ♥U✉❞ ,✉. ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✐,♦✲❡①❝❡♥$.✐❝✐$# ❊0✱ ❡$ ❧❡
♥U✉❞ ❝♦♥,✐❞#.#✳ ▲❡ ,✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐,$❛♥❝❡ ❝♦..❡,♣♦♥❞❛♥$❡ ❡,$ ❧❡ ,✐❣♥❡ ❞✉ ♣.♦❞✉✐$ ,❝❛❧❛✐.❡
~E.~d✳
▲❛ ❝♦✉.❜❡ ❞❡ ❢❛❝$❡✉. ❞✬❛❣.❛♥❞✐,,❡♠❡♥$ ❞❛♥, ❝❤❛4✉❡ ❛✐.❡ ✈✐,✉❡❧❧❡ ❡,$ ♦❜$❡♥✉❡ ♣❛.
✉♥❡ .#❣.❡,,✐♦♥ ❡①♣♦♥❡♥$✐❡❧❧❡ ,✉. ❧❡, ❞♦♥♥#❡, ✭.✱ ❞✮✱ ❝✬❡,$✲K✲❞✐.❡ K ✉♥❡ .#❣.❡,,✐♦♥ ❧✐♥#❛✐.❡
,✉. ❧❡, ❞♦♥♥#❡, ✭❧♦❣✭.✮✱ ❞✮✳ ❈❡$$❡ ♦♣#.❛$✐♦♥ ♥♦✉, ♣❡.♠❡$ ♥♦♥ ,❡✉❧❡♠❡♥$ ❞✬♦❜$❡♥✐. ❧❡,
♣❛.❛♠G$.❡, ❆ ❡$ ❇ ❞❡ ❧✬#4✉❛$✐♦♥ ✹✳✶✱ ♠❛✐, ❛✉,,✐ ❞❡ ❞#$❡❝$❡. ❧❡, ✈♦①❡❧, ❞♦♥$ ❧❡, ✐♥❢♦.♠❛✲
$✐♦♥, ✭.✱ ❞✮ ♥❡ ,❡♠❜❧❡♥$ ♣❛, ❝♦..❡,♣♦♥❞.❡ ❛✉ ❢❛❝$❡✉. ❞✬❛❣.❛♥❞✐,,❡♠❡♥$✳ ❉❡ $❡❧, ✈♦①❡❧,
,♦♥$ ✐❞❡♥$✐✜#, ,✉. ❧❛ ❜❛,❡ ❞❡ ❧❡✉. .#,✐❞✉ K ❧❛ ❞.♦✐$❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞.❡, ❝❛..#, ❞❡ ❧❛ .#❣.❡,,✐♦♥✳
❈❡✉① ❞♦♥$ ❧❡, .#,✐❞✉, ,♦♥$ ,✉♣#.✐❡✉., K ❧❛ ❞#✈✐❛$✐♦♥ ,$❛♥❞❛.❞ ❞❡ $♦✉, ❧❡, .#,✐❞✉, ,♦♥$
❡①❝❧✉,✳ ▲❛ ✜❣✉.❡ ✹✳✽ ✐❧❧✉,$.❡ ❝❡ ♣.♦❝❡,,✉, ❞❡ ,#❧❡❝$✐♦♥ ✿
✶✾✸
❋✐❣✉$❡ ✹✳✼ ✕ ❙❝❤#♠❛ ✐❧❧✉)*+❛♥* ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡) ❞✐)*❛♥❝❡) ❣#♦❞#)✐1✉❡) ♦+✐❡♥*#❡) ❞❡) ✈♦①❡❧) ❞✬✉♥❡ ❝❛+*❡
❞✬❡①❝❡♥*+✐❝✐*# ♣❛+ +❛♣♣♦+* 6 ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✐)♦✲❡①❝❡♥*+✐❝✐*# ❊0 = 2, 5➦ ✭❧✐❣♥❡ ❜+✐)#❡ ✈❡+*✐❝❛❧❡ ❡♥ ♥♦✐+✮✳ ▲❡)
❞♦♥♥#❡) ❝♦++❡)♣♦♥❞❡♥* 6 ❧✬❛✐+❡ ❱✶ ❞❡ ❧✬❤#♠✐)♣❤@+❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥ )✉❥❡*✳ ▲❡) ❧✐♠✐*❡) ❞❡ ❧✬❛✐+❡ ❱✶ )♦♥*
+❡♣+#)❡♥*#❡) ❡♥ ♥♦✐+✳ ▲❡ ✈❡❝*❡✉+
~E ❡)* *+❛❝# ♠❛♥✉❡❧❧❡♠❡♥* ❞❛♥) ❧❡ )❡♥) ❞❡) ❡①❝❡♥*+✐❝✐*#) ❝+♦✐))❛♥*❡)✳
❙❛ ❞✐+❡❝*✐♦♥ ❝♦++❡)♣♦♥❞ ❣+♦))✐@+❡♠❡♥* 6 ❧❛ +❡♣+#)❡♥*❛*✐♦♥ ❞✉ ♠#+✐❞✐❡♥ ❤♦+✐③♦♥*❛❧ ❞❛♥) ❱✶✳ ▲❡ )✐❣♥❡
❞✉ ♣+♦❞✉✐* )❝❛❧❛✐+❡
~E.~d ❡)* ❛**+✐❜✉#❡ 6 ❝❤❛1✉❡ ❞✐)*❛♥❝❡ ❞❡) ✈♦①❡❧) 6 ❧❛ ❧✐❣♥❡ ❞✬✐)♦✲❡①❝❡♥*+✐❝✐*#✳ ▲❡)
❝♦✉❧❡✉+) ❞✉ ❞❡♠✐✲❝❡+❝❧❡ ♣❡+♠❡**❡♥* ❞❡ ♠❡**+❡ ❡♥ ❝♦++❡)♣♦♥❞❛♥❝❡ ❧✬❡①❝❡♥*+✐❝✐*# ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐)✉❡❧ ❡* )❛
+❡♣+#)❡♥*❛*✐♦♥ ❞❛♥) ❱✶✳
✕ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✹✳✽✳❛ ❡,- ♦❜-❡♥✉❡ ❡♥ )❡♣)2,❡♥-❛♥- ❧❡, ✐♥❢♦)♠❛-✐♦♥, ✭)✱❞✮ ❡①-)❛✐-❡, ❞❡,
✈♦①❡❧, ❞❡ ❧✬❛✐)❡ ❱✶ ❞✬✉♥ ,✉❥❡- ✭♣♦✐♥-, ❜❧❡✉,✮✳
✕ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✹✳✽✳❜ ♠♦♥-)❡ ❧❛ ❞)♦✐-❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞)❡, ❝❛))2, ✭❡♥ )♦✉❣❡✱ -)❛✐- ♣❧❡✐♥✮ ♦❜-❡♥✉❡
,✉) ❧❡, ❞♦♥♥2❡, ✭❧♦❣✭)✮✱ ❞✮ ✭♣♦✐♥-, ✈❡)-,✮✳ ▲❡, ❞❡✉① ❧✐❣♥❡, ❡♥ -)❛✐-, ♣♦✐♥-✐❧❧2,
✐♥❞✐B✉❡♥- ❧❡, ,❡✉✐❧, ❞❡ ,2❧❡❝-✐♦♥ ❞❡, ♣♦✐♥-, ,✉) ❧❡✉), )2,✐❞✉,✳ ❆♣)D, 2❧✐♠✐♥❛-✐♦♥ ❞❡
❝❡, ♣♦✐♥-,✱ ♦♥ )2❛❧✐,❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ )2❣)❡,,✐♦♥ ❧✐♥2❛✐)❡ ,✉) ❧❡, ❞♦♥♥2❡,✳ ▲❛ ♣❡♥-❡ ❞❡
❝❡--❡ ❞)♦✐-❡ ❞❡ ♠♦✐♥❞)❡ ❝❛))2, ❝♦))❡,♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛❝-❡✉) ❞✬❛❣)❛♥❞✐,,❡♠❡♥- ❇✱ -❛♥❞✐,
B✉❡ ,❛ ✈❛❧❡✉) ❞✬♦)❞♦♥♥2❡ F ❧✬♦)✐❣✐♥❡ B ♥♦✉, ♣❡)♠❡- ❞❡ ❞2❞✉✐)❡ ❧❡ ♣❛)❛♠D-)❡ ❆ ❞❡
❧✬2B✉❛-✐♦♥ ✹✳✶ ✿ A = exp(q)✳
✕ ▲❛ ✜❣✉)❡ ✹✳✽✳❝ )❡♣)2,❡♥-❡ ❧❡, ✐♥❢♦)♠❛-✐♦♥, ✭)✱❞✮ ❞❡, ♣♦✐♥-, )❡-❡♥✉, ♣❛) ❧❛ ,2❧❡❝✲
-✐♦♥ ,✉) ❧❡, )2,✐❞✉, ✭♣♦✐♥-, ❜❧❡✉,✮✱ ❡- ❧❛ ❝♦✉)❜❡ ❡①♣♦♥❡♥-✐❡❧❧❡ ❝♦))❡,♣♦♥❞❛♥- ❛✉①
♣❛)❛♠D-)❡, ❆ ❡- ❇ ♦❜-❡♥✉, ✭❡♥ )♦✉❣❡✮✳
❈❡--❡ ♠2-❤♦❞❡ ❞❡ ,2❧❡❝-✐♦♥ ❛✉-♦♠❛-✐,2❡ ,✉) ❧✬❡①❝❡♥-)✐❝✐-2 ❡,- ❛♣♣❧✐B✉2❡ ❛✉① ✈♦①❡❧,
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❢❛❝$❡✉% ❞✬❛❣%❛♥❞✐##❡♠❡♥$✳
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❡&+ ❛✣❝❤5❡✱ ❛✈❡❝ ❧❡& ❝♦❡✣❝✐❡♥+& ♦❜+❡♥✉& ♣❛# ❧❛ #5❣#❡&&✐♦♥ ❧✐♥5❛✐#❡ &✉# ❧❡& ❞♦♥♥5❡& ✭❧♦❣✭#✮✱❞✮✳ ▲❡& ♣♦✐♥+&
❛✣❝❤5& &♦♥+ ❝❡✉① ❝♦♥&❡#✈5& ♣❛# ❧❛ &5❧❡❝+✐♦♥ &✉# ❧❡& #5&✐❞✉& ❞❡ ❧❛ #5❣#❡&&✐♦♥✳ ▲❡& ❜❛##❡& ❞✬❡##❡✉#& ✈❡#+❡&
✐♥❞✐E✉❡♥+ ❧❛ ❞✐&♣❡#&✐♦♥ ❞❡& ♣♦✐♥+& ❛✈❛♥+ &5❧❡❝+✐♦♥ ♣❛# #❛♣♣♦#+ 3 ❧❛ ❝♦✉#❜❡✳
✶✾✼
❋✐❣✉$❡ ✹✳✶✵ ✕ ❘!❝❛♣✐&✉❧❛&✐❢ ❞❡, ❝♦✉.❜❡, ❡①♣♦♥❡♥&✐❡❧❧❡, ❞❡ ❢❛❝&❡✉. ❞✬❛❣.❛♥❞✐,,❡♠❡♥& ♦❜&❡♥✉❡, ,✉.
✼ ,✉❥❡&, ♣♦✉. ❧❡, ❛✐.❡, ❱✶✱ ❱✷✈✱ ❱✷❞✱ ❱✸✈✱ ❱✸❞✱ ❡& ❱✹✳ ▲❡, ❞♦♥♥!❡, ,♦♥& .❡♣.!,❡♥&!❡, ♣❛. ❤!♠✐,♣❤A.❡✳
▲❛ ♠♦②❡♥♥❡ ❞❡, ❝♦❡✣❝✐❡♥&, ❆ ❡& ❇ ❞❡ ❧❛ ❢♦.♠✉❧❡ r = A.eB.d ♦❜&❡♥✉, ,✉. ❧❡, ✼ ,✉❥❡&, ❡,& ❛✣❝❤!❡ ♣♦✉.
❝❤❛F✉❡ ❛✐.❡✱ ❛✐♥,✐ F✉❡ ❧✬!❝❛.&✲&②♣❡✳
✶✾✽
✹✳✷✳✸ ❯%✐❧✐(❛%✐♦♥ ❞❡( ❞♦♥♥.❡( ❞❡( ❝❛0%❡( ❞❡ ♣❤❛(❡
▲♦"# ❞✬✉♥❡ )*✉❞❡ ■❘▼❢ #✉" ❧❡ #②#*1♠❡ ✈✐#✉❡❧✱ ❧❡# ✈♦①❡❧# ❛❝*✐✈)# #✐❣♥✐✜❝❛*✐✈❡♠❡♥*
♣❛" ❧❡ #*✐♠✉❧✉# #♦♥* ❛##✐❣♥)# #✉" ❧❡ ♠<♠❡ ♠♦❞1❧❡ ❞❡ #✉"❢❛❝❡ ❝♦"*✐❝❛❧❡ =✉❡ ❝❡❧✉✐ ✉*✐❧✐#)
♣♦✉" ♦❜*❡♥✐" ❧❡# ❝❛"*❡# ❞❡# ❛✐"❡# ")*✐♥♦*♦♣✐=✉❡# ❞✉ #✉❥❡*✳ ❉❛♥# ❧❛ #✉✐*❡ ❞❡ ❝❡**❡ #❡❝*✐♦♥
♥♦✉# ♥♦✉# ")❢❡""❡"♦♥# B ❝❡# ✈♦①❡❧# ♣❛" ❧❡ *❡"♠❡ ✏✈♦①❡❧# ❛❝*✐✈)#✑✱ ♣❛" ❛❜✉# ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡✳
▲❡# ✈♦①❡❧# ❛❝*✐✈)# ❞✬✐♥*)"<* ♣♦✉" ♥♦*"❡ )*✉❞❡ #♦♥* ❧❡# ✈♦①❡❧# ♣"♦❥❡*)# ❞❛♥# ✉♥❡ ❞❡# ❛✐"❡#
✈✐#✉❡❧❧❡# ♣"✐♠❛✐"❡# ❞)❧✐♠✐*)❡#✳ ▲❛ ✜❣✉"❡ ✹✳✶✶ ♣")#❡♥*❡ ❧❡# ❝❛"*❡# ❞❡ ♣❤❛#❡# ❡♥ ❛♥❣❧❡
♣♦❧❛✐"❡ ❡* ❡♥ ❡①❝❡♥*"✐❝✐*) #✉" ✉♥ #✉❥❡* ✭❤)♠✐#♣❤1"❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❛✈❛♥* ❡* ❛♣"1# ❧❡# #)❧❡❝*✐♦♥#
❞)❝"✐*❡# ❞❛♥# ❧❛ #❡❝*✐♦♥ ♣")❝)❞❡♥*❡✳ ❊♥ ♠♦②❡♥♥❡✱ ♦♥ ❝♦♥#*❛*❡ =✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ✈♦①❡❧#
❞❡# ❝❛"*❡# ❞❡ ♣❤❛#❡# ♦♣*✐♠✐#)❡# "❡♣")#❡♥*❡ ❧❛ ♠♦✐*✐) ❞✉ ♥♦♠❜"❡ ❞❡ ✈♦①❡❧# ❞❡# ❝❛"*❡#
❛✈❛♥* ❧❡# #)❧❡❝*✐♦♥✳ ❈❡* )❝❛"* ♣"♦✈✐❡♥* ❡♥ ❣"❛♥❞❡ ♣❛"*✐❡ ❞✉ ♠♦❞❡ ❞❡ #)❧❡❝*✐♦♥ =✉✐ )❧✐♠✐♥❡
#②#*)♠❛*=✉❡♠❡♥* ❧❡# ✈♦①❡❧# ♥✬)*❛♥* ♣❛# )*✐=✉❡*)# ❝♦♠♠❡ ❛♣♣❛"*❡♥❛♥* B ✉♥❡ ❛✐"❡ ✈✐#✉❡❧❧❡
♣"✐♠❛✐"❡✳ ▲✬)❝❤❡❧❧❡ ❞❡ ❝♦✉❧❡✉" ❡♠♣❧♦②)❡ ♣♦✉" "❡♣")#❡♥*❡" ❧❡# ♣❤❛#❡# ♠❡* ❡♥ )✈✐❞❡♥❝❡
❝❡"*❛✐♥# #❛✉*# ❞❡ ♣❤❛#❡ ♠❛♥✐❢❡#*❡#✱ =✉✐ ♥❡ #♦♥* ♣❧✉# ♣")#❡♥*# ❛♣"1# #)❧❡❝*✐♦♥✳
■♥"❡$♣♦❧❛"✐♦♥ ❛✉① ♥,✉❞. $❡❝❡✈❛♥" ❧❡. ❛❝"✐✈❛"✐♦♥.
▲✬✐♥*❡"♣♦❧❛*✐♦♥ ❞❡# ✐♥❢♦"♠❛*✐♦♥# ❞❡ ♣❤❛#❡ ❞❡# ❝❛"*❡# ❞✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐"❡ ❡* ❞✬❡①❝❡♥*"✐✲
❝✐*) ❛✉① ❧♦❝❛❧✐#❛*✐♦♥# ❞❡# ✈♦①❡❧# ❛❝*✐✈)# ❡#* ❢❛✐*❡ ❡♥ #♦"*❡ =✉❡ ❧❡ ❘❙❇ ❞❡# ♣❤❛#❡# #♦✐*
♣"✐# ❡♥ ❝♦♠♣*❡✳ ❖♥ ❞✐#♣♦#❡ B ❧❛ ❢♦✐# ❞❡# ❝❛"*❡# ❞❡ ♣❤❛#❡# ♣♦♥❞)")❡# ❡* ❞❡# ❝❛"*❡# ❞❡
♣✉✐##❛♥❝❡ ✭❘❙❇
2
✮ ♣♦✉" ❝❤❛=✉❡ ❝♦♦"❞♦♥♥)❡ ✈✐#✉❡❧❧❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥# =✉❡ ❧❡# ♣❤❛#❡# ♣♦♥❞)✲
")❡# ϕ #♦♥* ❝❛❧❝✉❧)❡# ❝♦♠♠❡ ✿ ϕi = φi.RSB
2
i ❛✈❡❝ φi ❡* RSBi ❧❛ ♣❤❛#❡ ❡* ❧❡ ❘❙❇ ❞❡ ❧❛
*"❛♥#❢♦"♠)❡ ❞❡ ❋♦✉"✐❡" ❞✉ ❞)❝♦✉"# *❡♠♣♦"❡❧ ❞✉ ✈♦①❡❧ ✐✱ B ❧❛ ❢")=✉❡♥❝❡ ❞✉ #*✐♠✉❧✉#✳
R♦✉" ❝❤❛=✉❡ ❛❝*✐✈❛*✐♦♥ ■❘▼❢ ❥ ♣"♦❥❡*)❡ #✉" ❞❛♥# ✉♥❡ ❞❡# ❛✐"❡#✱ ♦♥ ♣❡✉* ✐♥*❡"♣♦❧❡" ❧❛
✈❛❧❡✉" ❞❡ #❛ ♣❤❛#❡ ♣♦♥❞)")❡ φj B ♣❛"*✐" ❞❡# ◆ ♣❤❛#❡# ♣♦♥❞)")❡# ❞❡# ✈♦①❡❧# ❛♣♣❛"*❡♥❛♥*








❛✈❡❝ βij ✉♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥* ❞❡ ♣♦♥❞)"❛*✐♦♥ ❝❤♦✐#✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥✈❡"#❡ ❞❡ ❧❛ ❞✐#*❛♥❝❡ #)♣❛"❛♥*




▲❛ ✈❛❧❡✉" ✐♥*❡"♣♦❧)❡ ❞❡ ❧❛ ♣✉✐##❛♥❝❡ ✭❘❙❇
2
✮ B ❧❛ ❧♦❝❛❧✐#❛*✐♦♥ ❝♦"*✐❝❛❧❡ ❞✉ ✈♦①❡❧ ❛❝✲








▲❛ ♣❤❛#❡ ❛✉ ♣♦✐♥* ❥ ❡#* ❛❧♦"# ❞)❞✉✐*❡ ❞❡# ❞❡✉① ✈❛❧❡✉"# ✐♥*❡"♣♦❧)❡# ❞❡ ♣❤❛#❡ ♣♦♥❞)")❡






❚!❛♥$❢♦!♠❛(✐♦♥ ❞❡$ ✐♥❢♦!♠❛(✐♦♥$ ❞❡ ♣❤❛$❡$ ❡♥ ❝♦♦!❞♦♥♥/❡$ ❞❛♥$ ❧❡ ❝❤❛♠♣
✈✐$✉❡❧
▲♦"# ❞❡ ❧✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♦"❞♦♥♥,❡ ❞✬❡①❝❡♥."✐❝✐., ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧✱ ❧✬❡①❝❡♥."✐❝✐.,
❞❡# ❛♥♥❡❛✉① ❡♥ ❡①♣❛♥#✐♦♥ ❝♦♠♣♦#❛♥. ❧❡ #.✐♠✉❧✉# ❛✉❣♠❡♥.❡ ❞❡ ♠❛♥✐6"❡ ❡①♣♦♥❡♥.✐❡❧❧❡ ✿









❛✈❡❝ " ❧✬❡①❝❡♥."✐❝✐., ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧✱ "min❡. "max ❧❡# ❡①❝❡♥."✐❝✐.,# ♠✐♥✐♠❛❧❡#
❡. ♠❛①✐♠❛❧❡# ❞✉ #.✐♠✉❧✉# ✭✵✳✷➦ ❡. ✽✳✹➦ "❡#♣❡❝.✐✈❡♠❡♥.✮✱ ❡. φ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❝♦""❡#♣♦♥❞❛♥.
@ ❧✬❡①❝❡♥."✐❝✐., " ❛✉ ❝♦✉"# ❞❡ ❧❛ ♣",#❡♥.❛.✐♦♥ ❞✉ #.✐♠✉❧✉#✳ ❈❡..❡ ❢♦"♠✉❧❡ ♣❡"♠❡. ❞❡
"❡."♦✉✈❡" ❧✬❡①❝❡♥."✐❝✐., ✈✐#✉❡❧❧❡ ❝♦""❡#♣♦♥❞❛♥. @ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ✐♥.❡"♣♦❧,❡ ❡♥
❝❤❛C✉❡ ✈♦①❡❧ ❛❝.✐✈,✳
▲❡# #❡❝.❡✉"# .♦✉"♥❛♥.# ❞✉ #.✐♠✉❧✉# ❡♥❝♦❞❛♥. ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐"❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧
♦♥. ✉♥❡ ✈✐.❡##❡ ❛♥❣✉❧❛✐"❡ ❝♦♥#.❛♥.❡ ❛✉ ❝♦✉"# ❞❡ ❧❡✉" ♣",#❡♥.❛.✐♦♥✳ ▲✬♦"✐❣✐♥❡ ❞❡ ❧❡✉"
♣❤❛#❡ ❝♦""❡#♣♦♥❞ ❛✉ ♠,"✐❞✐❡♥ ✈❡".✐❝❛❧ ✐♥❢,"✐❡✉" ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧✳ ▲❛ ♣❤❛#❡ ❞❡# ✈♦①❡❧#
❞❡# ❝❛".❡# #✉" ❧✬❤,♠✐#♣❤6"❡ ❣❛✉❝❤❡ #✬,❝❤❡❧♦♥♥❛♥. ❞❡ ✵➦ @ ✸✻✵➦ ❝♦""❡#♣♦♥❞❡♥. @ ✉♥ ❛♥❣❧❡
♣♦❧❛✐"❡ ❞❡ ✵➦ @ ✶✽✵➦ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧✳ ▲❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐"❡ ❞❛♥# ❧❡ ❝❤❛♠♣
✈✐#✉❡❧ ϕj ♣❡✉. ❞♦♥❝ F."❡ ❞✐"❡❝.❡♠❡♥. ❞,❞✉✐.❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛❧❡✉" ❞❡ ❧❛ ♣❤❛#❡ ✐♥.❡"♣♦❧,❡ ❛✉




❊♥ ❝❡ C✉✐ ❝♦♥❝❡"♥❡ ❧✬❤,♠✐#♣❤6"❡ ❞"♦✐.✱ ❧❛ ♣❤❛#❡ ❞❡# ✈♦①❡❧# ❞❡# ❝❛".❡# #✬,❝❤❡❧♦♥♥❛♥.






❈❡# ✐♥❢♦"♠❛.✐♦♥# ♥♦✉# ♣❡"♠❡..❡♥. ❞❡ ♣♦✉✈♦✐" "❡♣",#❡♥.❡" ❧❡# ✈♦①❡❧# ❛❝.✐✈,# ❞❛♥# ❧❡
"❡♣6"❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧ ❝♦""❡#♣♦♥❞❛♥. @ ❝❤❛C✉❡ ❛✐"❡ ✈✐#✉❡❧❧❡ ",.✐♥♦.♦♣✐C✉❡✳
■♥❝❡!(✐(✉❞❡ $✉! ❧❛ ♣❤❛$❡
❆♣"6# ."❛♥#❢♦"♠,❡ ❞❡ ❋♦✉"✐❡" F #✉" ❧❡ ❞,❝♦✉"# .❡♠♣♦"❡❧ ❞✉ ✈♦①❡❧ ✐✱ ❧❛ ♣❤❛#❡ φi
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φi = arg(F (f0))
Ai = |F (f0)|
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✉♥❡ '♦❜✉,$❡,,❡ <✉✐ '❡,$❡ ✐♥%❣❛❧%❡ ♣❛' ❞❡, ,②,$4♠❡, ❛'$✐✜❝✐❡❧,✳ =♦✉'$❛♥$✱ ❧❛ ♣❡'❝❡♣$✐♦♥
❡$ ❧❛ '❡❝♦♥♥❛✐,,❛♥❝❡ ❞✬♦❜❥❡$, ,♦♥$ ,♦✉♠✐,❡, > ❞❡ ♥♦♠❜'❡✉,❡, ❛♠❜✐❣✉?$%, ✐♥❞✉✐$❡, ♣❛'
❧✬❡♥✈✐'♦♥♥❡♠❡♥$✱ ♦✉ ❧❡ ♣♦✐♥$ ❞❡ ✈✉❡ ✿ ❝❤❛♥❣❡♠❡♥$ ❞❡, ❝♦♥❞✐$✐♦♥, ❞✬✐❧❧✉♠✐♥❛$✐♦♥✱ ❡❢✲
❢❡$ ❞❡ ♣❡',♣❡❝$✐✈❡✱ ♦♠❜'❡, ♣'♦❥❡$%❡,✱ ✈✉❡ > $'❛✈❡', ❞❡, ♦❜❥❡$, $'❛♥,♣❛'❡♥$, ♦✉ ,❡♠✐✲
$'❛♥,♣❛'❡♥$, ✭❢❡♥C$'❡,✱ '✐❞❡❛✉①✱✳✳✳✮✳ ▲❡ ♣❤%♥♦♠4♥❡ ❞❡ $'❛♥,♣❛'❡♥❝❡ ❝♦❧♦'%❡ ❢♦✉'♥✐$ ✉♥
♠♦❞4❧❡ ✐♥$%'❡,,❛♥$ ♣♦✉' %$✉❞✐❡' ❧❡, ♠%❝❛♥✐,♠❡, ✐♠♣❧✐<✉%, ❧♦', ❞❡ ❧❛ ♣❡'❝❡♣$✐♦♥ ❞❡ ❧❛
❣❧♦❜❛❧✐$% ❞❡ ❧✬✐♥❢♦'♠❛$✐♦♥ > ♣❛'$✐' ❞❡ ❧✬✐♥$%❣'❛$✐♦♥ ❞✬✐♥❞✐❝❡, ❧♦❝❛✉①✳
■❧ ❡,$ ♣♦,,✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✉❧❡' ❧❛ ♣❡'❝❡♣$✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ,✉'❢❛❝❡ $'❛♥,♣❛'❡♥$❡ ❡♥ ,✉✐✈❛♥$ ❝❡'✲
$❛✐♥❡, '4❣❧❡, ❞❡ ✏❝♦❤%'❡♥❝❡ ❝❤'♦♠❛$✐<✉❡✑ ❬❉✬❩♠✉'❛ ❡$ ❛❧✳✱ ✶✾✾✼✱ ❋❛✉❧ ❛♥❞ ❊❦'♦❧❧✱ ✷✵✵✷✱
❑❤❛♥❣ ❛♥❞ ❩❛✐❞✐✱ ✷✵✵✷❪✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✼ ✐❧❧✉,$'❡ ❝♦♠♠❡♥$ ❧✬❡✛❡$ ❞❡ $'❛♥,♣❛'❡♥❝❡ ❝♦❧♦'%❡
❡,$ ♦❜$❡♥✉ ❞❛♥, ✉♥ ❞✐,<✉❡✳ ❉❛♥, ❝❡ ❞✐,<✉❡✱ ❧❛ ❝♦✉❧❡✉' ❞❡, ❝❡'❝❧❡, ❡,$ $'❛♥,❧❛$%❡ ✉♥✐❢♦'✲
♠%♠❡♥$ ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡, ❝♦✉❧❡✉', ✭♣❛'$✐❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✼✳❆✮✳ ❖♥ ♣❛'❧❡ ❛❧♦',
❞✬✉♥❡ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❞❡ ✏❝♦❤%'❡♥❝❡✑ ❞❡, $'❛♥,❢♦'♠❛$✐♦♥, ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❈❡$$❡ ❝♦♥❞✐✲
$✐♦♥ ❝'%%❡ ❧❛ ♣❡'❝❡♣$✐♦♥ ❞✬✉♥ ❞✐,<✉❡ ❝♦❧♦'% $'❛♥,♣❛'❡♥$ <✉✐ ❛✉'❛✐$ %$% ❛♣♣❧✐<✉% ,✉' ❧❡
❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ✭♣'❡♠✐4'❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✼✳❇✮✳ ❊♥ '❡✈❛♥❝❤❡✱ ,✐ ❧❡, ✈❡❝$❡✉', ❞❡
$'❛♥,❢♦'♠❛$✐♦♥, ❞❡, ❝♦✉❧❡✉', ,♦♥$ ✏✐♥❝♦❤%'❡♥$,✑✱ ❝✬❡,$✲>✲❞✐'❡ <✉✬✐❧, ♥❡ ,♦♥$ ♣❛, %❣❛✉①
❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ ❞❡, ❝♦✉❧❡✉',✱ ❧✬❡✛❡$ ❞❡ $'❛♥,♣❛'❡♥❝❡ ♥✬❡,$ ♣❛, ♦❜$❡♥✉ ✭❞❡✉①✐4♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡
❧❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✼✳❇✮✳
▲❡ ❜✉$ ❞❡ ♥♦$'❡ %$✉❞❡ ❡,$ ❞✬✐❞❡♥$✐✜❡' ❧❡, ❛✐'❡, ✈✐,✉❡❧❧❡, ❛❝$✐✈%❡, ♣❛' ✉♥ ,$✐♠✉❧✉, ❞❡
$'❛♥,♣❛'❡♥❝❡ ❝♦❧♦'%❡✳ ▲❡, ,$✐♠✉❧✐ ,♦♥$ ✐♥,♣✐'%, ❞❡, ,$✐♠✉❧✐ ❞❡ ▼♦♥❞'✐❛♥ ❬▲❛♥❞✱ ✶✾✼✼❪✱
$'4, '%♣❛♥❞✉, ❞❛♥, ❧❡, %$✉❞❡, ,✉' ❧❛ ♣❡'❝❡♣$✐♦♥ ❞❡, ❝♦✉❧❡✉',✱ <✉✐ ❝♦♥,✐,$❡♥$ ❡♥ ✉♥❡
,✉♣❡'♣♦,✐$✐♦♥ ❛❧%❛$♦✐'❡ ❞❡ '❡❝$❛♥❣❧❡, ❞❡ ❝♦✉❧❡✉', ❡$ ❞❡ $❛✐❧❧❡, ✈❛'✐❛❜❧❡,✳ ❈❡$$❡ ❝♦♥✜❣✉✲
'❛$✐♦♥ ❛ %$% ❛❞❛♣$%❡ > ❧❛ '%$✐♥♦$♦♣✐❡✱ ❞♦♥$ ❧❡, ,$✐♠✉❧✐ ,♦♥$ ❝✐'❝✉❧❛✐'❡,✳ ❆✐♥,✐ ❧❡ ❢♦♥❞
❞❡, ,$✐♠✉❧✐ ❡,$ ❝♦♥,$✐$✉% ❞✬✉♥❡ ❥✉①$❛♣♦,✐$✐♦♥ ❞❡ ❝❡'❝❧❡, ❞❡ ❝♦✉❧❡✉', ❞✐✛%'❡♥$❡, ✭✜❣✉'❡
✹✳✶✼✳❇✮✳ ▲❡✉' ❞✐❛♠4$'❡ ❡,$ ❝❤♦✐,✐ > ✵✳✻ ❞❡❣'%, ❞✬❛♥❣❧❡ ✈✐,✉❡❧ ♣♦✉' ❛✈♦✐' ✉♥ ♥♦♠❜'❡
❝♦♥,%<✉❡♥$ ❞✬%❧%♠❡♥$, ❝♦♥,$✐$✉$✐❢, ❞✉ ❢♦♥❞✳ ❊♥ ❡✛❡$✱ ❩❛✐❞✐ ❬✶✾✾✾❪ ❡$ ❘✐♣❛♠♦♥$✐ ❛♥❞
❲❡,$❧❛♥❞ ❬✷✵✵✸❪ ♠♦♥$'❡♥$ <✉❡ ❧❛ ❝♦♥,$❛♥❝❡ ❝❤'♦♠❛$✐<✉❡ ❛✉❣♠❡♥$❡ ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡
,✉'❢❛❝❡, <✉✐ ❝♦♠♣♦,❡♥$ ❧✬✐♠❛❣❡✳ ❖' ✉♥❡ ❝♦♥,$❛♥❝❡ ❝❤'♦♠❛$✐<✉❡ %❧❡✈%❡ ❣❛'❛♥$✐$ <✉❡ ❧❡,
❝♦✉❧❡✉', ♣❡'a✉❡, ,♦♥$ ✐♥❞✐✛%'❡♥$❡, ❛✉① ♣❡'$✉'❜❛$✐♦♥, ❞❡ ❧✉♠✐♥❛♥❝❡ ✐♥✢✐❣%❡, ♣❛' ❧✬❡♥✈✐✲
'♦♥♥❡♠❡♥$✳ ▲❡, ,$✐♠✉❧✐ ❞❡ $'❛♥,♣❛'❡♥❝❡ ❝♦❧♦'%❡ ,♦♥$ ♦❜$❡♥✉, ♣❛' ❞❡, $'❛♥,❢♦'♠❛$✐♦♥,
✏❝♦❤#$❡♥'❡(✑ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✑✐♠❛❣❡ ❞❛♥, ✉♥ ❞✐,<✉❡ ❞❡ ✼➦✳ ▲❡, ,$✐♠✉❧✐ ❞❡ ❝♦♥$'c❧❡ ,♦♥$
♦❜$❡♥✉, ❡♥ ❡✛❡❝$✉❛♥$ ❞❡, $'❛♥,❢♦'♠❛$✐♦♥, ✏♥♦♥✲❝♦❤#$❡♥'❡(✑ ❞✉ ❢♦♥❞ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❛♥,
❝❡ ❞✐,<✉❡✳
▲✬%$✉❞❡ ,✉' ❧❛ $'❛♥,♣❛'❡♥❝❡ ❝♦❧♦'%❡ ❛ %$% ♠❡♥%❡ ,✉' ✶✹ ,✉❥❡$,✳ ▲❡, ❝♦♥$'❛,$❡, ❞✐❢✲
❢%'❡♥$✐❡❧, ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❞❡ ✏❝♦❤%'❡♥❝❡✑ ✈❡"#✉# ❧❛ ❝♦♥❞✐$✐♦♥ ❞❡ ✏♥♦♥✲❝♦❤%'❡♥❝❡✑ ,♦♥$
♦❜$❡♥✉❡, > ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥ ♠♦❞4❧❡ ●▲▼ ,✉' ❝❤❛<✉❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉✱ ♣✉✐, ❞✬✉♥ $❡,$ $ ❞❡ ❙$✉❞❡♥$✳
❈❡, ✐♠❛❣❡, ,♦♥$ ♥♦'♠❛❧✐,%❡, ❞❛♥, ❧✬❡,♣❛❝❡ ,$%'%♦$❛①✐<✉❡ ,✉' ✉♥ ❝❡'✈❡❛✉ ❞❡ '%❢%'❡♥❝❡✳
❯♥❡ ❛♥❛❧②,❡ ❞❡ ❣'♦✉♣❡ ❡,$ ❡♥,✉✐$❡ ❡✛❡❝$✉%❡ ♣❛' ✉♥ ♠♦❞4❧❡ ❧✐♥%❛✐'❡ > ❡✛❡$ ❛❧%❛$♦✐'❡
✭✏❘❛♥❞♦♠ ❡✛❡❝$✑ ❘❋❳✮✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✶✽ ✐❧❧✉,$'❡ ❧❡, ❛❝$✐✈❛$✐♦♥, ,✐❣♥✐✜❝❛$✐✈❡, ♦❜$❡♥✉❡,
✭♣❁✵✳✵✺✮✳
❈❡$$❡ ❛♥❛❧②,❡ ❞❡ ❣'♦✉♣❡ ✏,$❛♥❞❛'❞✑ ❢❛✐$ ❛♣♣❛'❛k$'❡ ❜✐❧❛$%'❛❧❡♠❡♥$ ❞❡, ❛✐'❡, ♦❝❝✐✲
♣✐$❛❧❡, ✈❡♥$'❛❧❡, ,$'✐%❡, ❡$ ♥♦♥ ,$'✐%❡,✳ ❊♥ ♣❛'$✐❝✉❧✐❡'✱ ♦♥ $'♦✉✈❡ ✉♥❡ ❛❝$✐✈❛$✐♦♥ ❢♦'$❡
❞❛♥, ❧❡ ❣②'✉, ♣❛'❛❤②♣♣♦❝❛♠♣✐<✉❡✱ ❝❡ <✉✐ ❝♦♥✜'♠❡ ❧❡, '%,✉❧❛$, ❞✬✉♥❡ %$✉❞❡ ♣%❝%❞❡♥$❡
✷✶✵
❬❉♦❥❛% ❡% ❛❧✳✱ ✷✵✵✻❪✳ ▲❡/ ❛❝%✐✈❛%✐♦♥/ ❧❡ ❧♦♥❣ ❞❡ ❧❛ /❝✐//✉7❡ ❝❛❧❝❛7✐♥❡ ❡% ❛✉%♦✉7 ❞❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐
✐♥❞✐9✉❡♥% 9✉❡ ❧❡/ ❛✐7❡/ ✈✐/✉❡❧❧❡/ ❞❡ ❜❛/ ♥✐✈❡❛✉ ♣♦✉77❛✐❡♥% ✐♠♣❧✐9✉=❡/✱ ♠❛✐/ ♥❡ ♣❡7♠❡%
♣❛/ ❞❡ ❝♦♥❝❧✉7❡ ♣❧✉/ /♣=❝✐✜9✉❡♠❡♥%✳
❆✜♥ ❞✬=%✉❞✐❡7 ♣❧✉/ ♣7=❝✐/=♠❡♥% ❧✬✐♠♣❧✐❝❛%✐♦♥ ❞❡ ❝❡/ ❛✐7❡/✱ ✉♥❡ ❡①♣=7✐❡♥❝❡ ❞❡ ❝❛7%♦✲
❣7❛♣❤✐❡ 7=%✐♥♦%♦♣✐9✉❡ ❛ =%= ♠❡♥=❡ /✉7 %7♦✐/ /✉❥❡%/ ❛②❛♥% ♣❛7%✐❝✐♣= D ❧✬=%✉❞❡✳ ▲❡/ ❝❛7%❡/
♣❛7❛♠=%7✐9✉❡/ % 7❡❧❛%✐✈❡/ ❛✉① ❝♦♥%7❛/%❡/ ✏❈♦❤=7❡♥❝❡ ❱❙ ◆♦♥✲❈♦❤=7❡♥❝❡✑ ✭♣❁✶✵
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✮ /♦♥%
♣7♦❥❡%=❡/ ❞❡ ♠❛♥✐O7❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡ /✉7 ❧❡/ ♠♦❞O❧❡/ ❞❡ /✉7❢❛❝❡ ❝♦7%✐❝❛❧❡/ 7❡❝♦♥/%7✉✐%/ ♣❛7
❇❆▲❈ ✭♣7❡♠✐O7❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉7❡ ✹✳✶✾✮✳ ▲❛ ❞❡✉①✐O♠❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉7❡ ✹✳✶✾ ✐❧❧✉/%7❡
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❞❡ ❧❛ ❞✐#3'✐❜✉3✐♦♥ ❝✉♠✉❧$❡ ❞❡# ✈❛❧❡✉'# ❞❡ ❝♦♥3'❛#3❡# ❞❛♥# ❝❤❛7✉❡ #❡❝3❡✉'#✳ ▲❡ ♥♦♠❜'❡
❞❡ ❞❡❣'$# ❞❡ ❧✐❜❡'3$ ❞❢ ✈❛'✐❡ ❡♥ ❢♦♥❝3✐♦♥ ❞✉ #❡❝3❡✉' ✿ df = n − 1✱ ❛✈❡❝ ♥ ❧❡ ♥♦♠❜'❡
❞❡ #✉❥❡3# ❞♦♥3 ✉♥ ❝♦♥3'❛#3❡ ❛ $3$ ♣'♦❥❡3$ ❞❛♥# ❝❡ #❡❝3❡✉'✳ ▲❛ ✜❣✉'❡ ✹✳✷✸ ✐❧❧✉#3'❡ ❧❡#
'$#✉❧3❛3# ❞✬✉♥❡ 3❡❧❧❡ #3❛3✐#3✐7✉❡✱ ♣♦✉' ✉♥ #❡✉✐❧ ♣❂✵✳✵✺✳ ▲❡# ❝'♦✐① '♦✉❣❡# ❝♦''❡#♣♦♥❞❡♥3
❛✉ ❝♦♥3'❛#3❡ ●L ✈# ❉L ❛❝❤'♦♠❛3✐7✉❡✱ 3❛♥❞✐# 7✉❡ ❧❡# ❝❡'❝❧❡# ❜❧❡✉# ❝♦''❡#♣♦♥❞❡♥3 ❛✉
❝♦♥3'❛#3❡ ●L ✈# ❉L ❝❤'♦♠❛3✐7✉❡✳ ◆♦✉# ♥✬♦❜#❡'✈♦♥# ♣❛# ❞❡ ❞✐✛$'❡♥❝❡ ♥♦3❛❜❧❡ ❡♥3'❡ ❧❡
3'❛✐3❡♠❡♥3 ❝❤'♦♠❛3✐7✉❡ ❡3 ❛❝❤'♦♠❛3✐7✉❡✳ ◆♦# '$#✉❧3❛3# ❢♦♥3 ❛♣♣❛'❛P3'❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧✐❝❛3✐♦♥
❞❡# ❛✐'❡# ❞❡ ❜❛# ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥# ❧✬✐♥3$❣'❛3✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦'♠❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ◆♦✉# ♥❡ ❞✐#3✐♥❣✉♦♥# ♣❛#
❞❡ ♥❡33❡ ❞✐✛$'❡♥❝❡ ❞❡ 3'❛✐3❡♠❡♥3 ❡♥3'❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞♦'#❛❧❡ ❡3 ❧❛ ✈♦✐❡ ✈❡♥3'❛❧❡✳ ❈♦♠♠❡ ❲❛❞❡
❡3 ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✱ ♥♦✉# ♦❜#❡'✈♦♥# ❞❡# ❛❝3✐✈❛3✐♦♥# ❞❛♥# ❧❡# ❛✐'❡# ❞❡ ❧❛ ✈♦✐❡ ❞♦'#❛❧❡✳
▲❡# '$#✉❧3❛3# ♣'$❧✐♠✐♥❛✐'❡# ♣'$#❡♥3$# ❞❛♥# ❝❡33❡ #❡❝3✐♦♥ ✈✐#❡♥3 U ♠♦♥3'❡' ❧✬✐♥3$'63
❞❡ ❧❛ ❝❛'3♦❣'❛♣❤✐❡ '$3✐♥♦3♦♣✐7✉❡ ✐♥✈❡'#❡ ♣♦✉' ❧✬$3✉❞❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧✐❝❛3✐♦♥ ❞❡# ❛✐'❡# '$3✐✲
♥♦3♦♣✐7✉❡# ❞❡ ❜❛# ♥✐✈❡❛✉ ❞❛♥# ✉♥❡ 3W❝❤❡ ♣❡'❝❡♣3✉❡❧❧❡✳ ■❧# ♠$'✐3❡♥3 ❞✬63'❡ ❛♣♣'♦❢♦♥❞✐#✱
♥♦3❛♠♠❡♥3 ❡♥ ❛✉❣♠❡♥3❛♥3 ❧❡ ♥♦♠❜'❡ ❞❡ #✉❥❡3#✱ ❡3 ❡♥ ❞$✈❡❧♦♣♣❛♥3 ❞❡# ♦✉3✐❧# #3❛3✐#3✐7✉❡#
'♦❜✉#3❡# ❛❞❛♣3$# U ✉♥❡ $3✉❞❡ ❞❡ ❣'♦✉♣❡ ❞❛♥# ❧❡ '❡♣)'❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐#✉❡❧✳ ❈❡33❡ ❛♠$❧✐♦✲
'❛3✐♦♥ ❞❡# ♦✉3✐❧# #3❛3✐#3✐7✉❡# ❢❛✐3 ❛❝3✉❡❧❧❡♠❡♥3 ❧✬♦❜❥❡3 ❞✬✉♥ 3'❛✈❛✐❧ ❞❡ ♣♦#3✲❞♦❝3♦'❛3 ❛✉
#❡✐♥ ❞❡ ♥♦3'❡ ❧❛❜♦'❛3♦✐'❡✳
✷✶✾
❋✐❣✉$❡ ✹✳✷✸ ✕ ❘!"✉❧%❛%" ❞❡ ♥♦%+❡ ❛♥❛❧②"❡ "%❛%✐"%✐.✉❡ ✭♣❁✵✳✵✺✮ ❞❛♥" ❧❡ +❡♣6+❡ ❞✉ ❝❤❛♠♣ ✈✐"✉❡❧✱
< ♣❛+%✐+ ❞❡" ❝❛+%❡" % ❞❡ ❝♦♥%+❛"%❡" ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡" ✏●? ✈" ❉?✑ ♦❜%❡♥✉❡" "✉+ ✾ "✉❥❡%"✳ ▲❡" ❝+♦✐① +♦✉❣❡"
❝♦++❡"♣♦♥❞❡♥% ❛✉ ❝♦♥%+❛"%❡ ❛❝❤+♦♠❛%✐.✉❡✱ %❛♥❞✐" .✉❡ ❧❡" ❝❡+❝❧❡" ❜❧❡✉" ❝♦++❡"♣♦♥❞❡♥% ❛✉ ❝♦♥%+❛"%❡ ❝❤+♦✲




✺✳✶ ❙②♥&❤()❡ ❡& ❞✐)❝✉))✐♦♥
✺✳✶✳✶ ❈❛%&♦❣%❛♣❤✐❡ %-&✐♥♦&♦♣✐/✉❡ 1 ✸ ❚
▲❡ ♣#❡♠✐❡# ♦❜❥❡❝*✐❢ ❞❡ ♠♦♥ *#❛✈❛✐❧ 1*❛✐* ❞✬♦❜*❡♥✐# ❞❡3 ❝❛#*❡3 #1*✐♥♦*♦♣✐4✉❡3 ❞❡3 ❛✐#❡3
✈✐3✉❡❧❧❡3 ♣#✐♠❛✐#❡3 ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ✐♠❛❣❡✉# 7 ✸ ❚✳ ;♦✉# ❝❡❧❛✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3 ❝❤❡#❝❤1 7 ❞1*❡#✲
♠✐♥❡# ❧❡3 ♠❡✐❧❧❡✉#❡3 ❝♦♥❞✐*✐♦♥3 ❞✬❛❝4✉✐3✐*✐♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝*✐♦♥ ❞❡ ♣❧✉3✐❡✉#3 ❝#✐*?#❡3✱ ❞♦♥* ❧❡
❘❙❇ ❞❡3 ❞♦♥♥1❡3 ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧❧❡3✳ ▲❡ ♣❛33❛❣❡ 7 ✉♥❡ ✐♥*❡♥3✐*1 ❞❡ ❝❤❛♠♣ ♣❧✉3 1❧❡✈1❡ ❛♠1✲
❧✐♦#❡ ❧❡ ❘❙❇✱ ♠❛✐3 3✬❛❝❝♦♠♣❛❣♥❡ ❞✬✉♥❡ ❛✉❣♠❡♥*❛*✐♦♥ ✐♠♣♦#*❛♥*❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛#* ❞❡ ❜#✉✐*
♣❤②3✐♦❧♦❣✐4✉❡ ❞❛♥3 ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❞❡3 3✐❣♥❛✉①✳ ◆♦✉3 ❛✈♦♥3 ❞1✈❡❧♦♣♣1 ✉♥❡ ❜♦F*❡ 7 ♦✉*✐❧3
♣♦✉# 1✈❛❧✉❡# ❧❡3 ❞✐✛1#❡♥*❡3 ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥3 7 ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ *♦*❛❧❡ ❞❡ ♥♦3 ❞♦♥♥1❡3 ❢♦♥❝*✐♦♥✲
♥❡❧❧❡3✱ 4✉✐ 3♦✐* ❞✐#❡❝*❡♠❡♥* ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ 7 ♥♦3 ✐♠❛❣❡3 ❞❡ ❝❛#*♦❣#❛♣❤✐❡ #1*✐♥♦*♦♣✐4✉❡ ❡* 4✉✐
♥❡ ♥1❝❡33✐*❡ ♣❛3 ❞✬❛❝4✉✐3✐*✐♦♥ 3✉♣♣❧1♠❡♥*❛✐#❡ ✭7 ♣❛#* ✉♥❡ 31#✐❡ ✏❛✉ #❡♣♦3✑✮✳ ▲❡3 ❝❛❧❝✉❧3
#❡♣♦3❡♥* 3✉# ❧❛ ❞1❝♦♠♣♦3✐*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❞❡3 3✐❣♥❛✉① ❢♦♥❝*✐♦♥♥❡❧3 ❡♥ *#♦✐3 3♦✉#❝❡3
❞1❝♦##1❧1❡3✱ *❡❧❧❡ 4✉❡ ❧❛ ❞1❝#✐* ❧❛ ❧✐**1#❛*✉#❡✳ ◆♦✉3 ❛✈♦♥3 ❝❤♦✐3✐ ❞❡ 31♣❛#❡# ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡
♣❤②3✐♦❧♦❣✐4✉❡ ♠❡3✉#1❡ ❞❛♥3 ♥♦3 3✐❣♥❛✉① ❡♥ ✉♥❡ ❝♦♠♣♦3❛♥*❡ ✏❧✐1❡ ❛✉ 3*✐♠✉❧✉3✑ ❡* ✉♥❡
❝♦♠♣♦3❛♥*❡ ✏#❡♣♦3✑ ✭❝✬❡3*✲7✲❞✐#❡ #❡❣#♦✉♣❛♥* *♦✉*❡3 ❧❡3 ❛✉*#❡3 3♦✉#❝❡3 ❞❡ ✢✉❝*✉❛*✐♦♥3
♣❤②3✐♦❧♦❣✐4✉❡3✮✳ ❇✐❡♥ 4✉❡ ❝❡3 3♦✉#❝❡3 ♥❡ 3♦✐❡♥* ♣❛3 3*#✐❝*❡♠❡♥* ❞1❝♦##1❧1❡3✱ ♥♦✉3 ❛✈♦♥3
*♦✉* ❞❡ ♠M♠❡ ❝♦♥3✐❞1#1 ♣♦✉# ♥♦3 ❝❛❧❝✉❧3 4✉❡ ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ *♦*❛❧❡ ❞❡ ♥♦3 3✐❣♥❛✉① ♣♦✉✈❛✐*
M*#❡ ❡①♣#✐♠1❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ 3♦♠♠❡ ❞❡3 *#♦✐3 3♦✉#❝❡3 ❞❡ ✈❛#✐❛♥❝❡3 ✿ ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ ✏❧✐1❡ ❛✉ 3*✐✲
♠✉❧✉3✑✱ ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ ✏#❡♣♦3✑✱ ❡* ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❧✐1❡ ❛✉ ✏❜#✉✐* ✐♥3*#✉♠❡♥*❛❧✑✳ ❈❡**❡ ❛♣♣#♦❝❤❡
♣#13❡♥*❡ ❧✬❛✈❛♥*❛❣❡ ❞✬M*#❡ 3✐♠♣❧❡ ❡* #❛♣✐❞❡✱ ♠❛✐3 ❛ ❧✬✐♥❝♦♥✈1♥✐❡♥* ❞❡ ♥❡ ❢♦✉#♥✐# 4✉✬✉♥❡
❡3*✐♠❛*✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥ ❞❡ ❝❡3 *#♦✐3 ✈❛#✐❛♥❝❡3✳ ❈❡**❡ ❡3*✐♠❛*✐♦♥ ♥♦✉3 3❡♠❜❧❡ 3✉❢✲
✜3❛♥*❡ ♣♦✉# ❝♦♠♣❛#❡# ❧✬✐♠♣❛❝* ❞❡ ❞✐✛1#❡♥*❡3 ❝♦♥❞✐*✐♦♥3 ❡①♣1#✐♠❡♥*❛❧❡3 ✿ ❧✬✐♥*❡♥3✐*1 ❞✉
❝❤❛♠♣ ♠❛❣♥1*✐4✉❡ ✭✶✳✺ ❚ ♦✉ ✸ ❚✮✱ ❧❛ ♥❛*✉#❡ ❞❡ ❧✬❛♥*❡♥♥❡ ❘❋ ❡♥ #1❝❡♣*✐♦♥ ✭❛♥*❡♥♥❡
❝#T♥❡ ♦✉ ❛♥*❡♥♥❡ ❞❡ 3✉#❢❛❝❡✮✱ ❧❛ 314✉❡♥❝❡ ❞✬❛❝4✉✐3✐*✐♦♥ ✭❊;■✱ ;❘❊❙❚❖✮✱ ❡* ❧❛ #13♦❧✉✲
*✐♦♥ 3♣❛*✐❛❧❡✳ ◆♦3 #13✉❧*❛*3 ❝♦♥✜#♠❡♥* 4✉❡ ❧❛ ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥ ❞✉ ❜#✉✐* ♣❤②3✐♦❧♦❣✐4✉❡ 7 ❧❛
✈❛#✐❛♥❝❡ *♦*❛❧❡ ❡3* ♣❧✉3 ✐♠♣♦#*❛♥*❡ 7 ✸ ❚ 4✉✬7 ✶✳✺ ❚✳ ■❧3 #1✈?❧❡♥* ❛✉33✐ 4✉✬♦♥ ♦❜*✐❡♥*
✉♥❡ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❧✐1❡ ❛✉ 3*✐♠✉❧✉3 ♣❧✉3 ✐♠♣♦#*❛♥*❡ ❡♥ ✉*✐❧✐3❛♥* ✉♥❡ ❛♥*❡♥♥❡ ❞❡ 3✉#❢❛❝❡✳ ▲❛
314✉❡♥❝❡ ❊;■ ❡3* ❝♦♥♥✉❡ ♣♦✉# 3❛ #❛♣✐❞✐*1 ❡* 3❛ ❜♦♥♥❡ 3❡♥3✐❜✐❧✐*1 7 ❧✬❡✛❡* ❇❖▲❉✱ ❡*
❡3* ❞♦♥❝ *♦✉* 7 ❢❛✐* ❛♣♣#♦♣#✐1❡ 7 ♥♦*#❡ ♦❜❥❡❝*✐❢✳ ▲❡3 ♦✉*✐❧3 ♠✐3 ❡♥ ♣❧❛❝❡ ♣♦✉# ♥♦*#❡
❛♥❛❧②3❡ ❞❡3 3♦✉#❝❡3 ❞❡ ✈❛#✐❛♥❝❡3 3♦♥* ✐♥*1❣#13 3♦✉3 ❧❛ ❢♦#♠❡ ❞✬✉♥❡ ❜♦F*❡ 7 ♦✉*✐❧3✱ ❞✐3♣♦✲
♥✐❜❧❡ ❡* ❛✐31♠❡♥* #1✉*✐❧✐3❛❜❧❡ ♣♦✉# *❡3*❡# ❞✬❛✉*#❡3 314✉❡♥❝❡3 ❞✬❛❝4✉✐3✐*✐♦♥✱ ♦✉ ❞✬❛✉*#❡3
♣❛#❛♠?*#❡3 ❡①♣1#✐♠❡♥*❛✉①✳
❊♥ ♣❛#*✐❝✉❧✐❡#✱ ❡❧❧❡ ❛ 3❡#✈✐ #1❝❡♠♠❡♥* 7 ❡3*✐♠❡# ❧❡3 ❝♦♥*#✐❜✉*✐♦♥3 ❞❡3 ❞✐✛1#❡♥*❡3
✷✷✶
 ♦✉#❝❡ ❞❡ ✈❛#✐❛♥❝❡ ♣♦✉# ♠❡--#❡ ❛✉ ♣♦✐♥- ✉♥❡  ./✉❡♥❝❡ ❡♥ ❤❛✉-❡ #. ♦❧✉-✐♦♥ ❛✉  ❡✐♥ ❞❡
♥♦-#❡ ❧❛❜♦#❛-♦✐#❡✳ ❈❧❛  ✐/✉❡♠❡♥-✱ ❧❡ -❛✐❧❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧  ♦♥- ✐ ♦-#♦♣❡ 7 3 mm3✳ ▲❡  ✐❣♥❛❧
❇❖▲❉ ❡ -✲✐❧ ❡♥❝♦#❡ ❞.-❡❝-❛❜❧❡  ✐ ♦♥ ❡✛❡❝-✉❡ ❞❡ ❛❝/✉✐ ✐-✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡ ✈♦①❡❧ ✐ ♦-#♦♣❡ 
❞❡ 1.5 mm3 ❄ ❉❛♥ ✉♥❡ -@❝❤❡ ♠♦-#✐❝❡✱ ❧❡ #. ✉❧-❛- ♠♦♥-#❡♥- /✉✬7 3 mm3 ❞❡ #. ♦❧✉-✐♦♥
 ♣❛-✐❛❧❡✱ ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ -♦-❛❧❡  ❡ ❞.❝♦♠♣♦ ❡ ❡♥ ✼✪ ♣♦✉# ❧❡ ❜#✉✐- ✐♥ -#✉♠❡♥-❛❧✱ ✹✵✪ ♣♦✉#
❧❡  ✐❣♥❛❧ ♣❤② ✐♦❧♦❣✐/✉❡ ❡- ✺✸✪ ♣♦✉# ❧❡  ✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉ -❛♥❞✐ /✉✬7 1.5 mm3 ❞❡ #. ♦❧✉-✐♦♥
 ♣❛-✐❛❧❡✱ ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ -♦-❛❧❡  ❡ ❞.❝♦♠♣♦ ❡ ❡♥ ✷✻✪ ♣♦✉# ❧❡ ❜#✉✐- ✐♥ -#✉♠❡♥-❛❧✱ ✸✼✪ ♣♦✉#
❧❡  ✐❣♥❛❧ ♣❤② ✐♦❧♦❣✐/✉❡ ❡- ✸✼✪ ♣♦✉# ❧❡  ✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉✳ ❇✐❡♥ /✉❡ ❧❛ #. ♦❧✉-✐♦♥  ♣❛-✐❛❧❡  ♦✐-
❞✐♠✐♥✉.❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝-❡✉# ✽ ❡♥-#❡ ❧❡  ./✉❡♥❝❡ ❡♥ ❜❛  ❡ ❡- ❤❛✉-❡ #. ♦❧✉-✐♦♥✱ ❧❛ ✈❛#✐❛♥❝❡ ❞✉
 ✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉ ♥✬❡ - ❞✐♠✐♥✉.❡ /✉❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝-❡✉# ✶✱✹✱ ✈#❛✐ ❡♠❜❧❛❜❧❡♠❡♥- 7 ❝❛✉ ❡ ❞❡ ❡✛❡- 
❞❡ ✈♦❧✉♠❡ ♣❛#-✐❡❧ /✉✐  ♦♥- ❢♦#-❡♠❡♥- ❞✐♠✐♥✉. ✳ ▲❛ ❞.-❡❝-❛❜✐❧✐-. ❞✉  ✐❣♥❛❧ ❇❖▲❉ ❡♥
❤❛✉-❡ #. ♦❧✉-✐♦♥ #❡ -❡ ❞♦♥❝ -♦✉- 7 ❢❛✐- ❛❝❝❡♣-❛❜❧❡ ❡- ❛ ❞♦♥♥. ♣❛# ❧❛  ✉✐-❡ ❧❛ ♣♦  ✐❜✐❧✐-.
❞❡ ❞.✈❡❧♦♣♣❡# ❞❡ .-✉❞❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ❤❛✉-❡ #. ♦❧✉-✐♦♥✳
▲✬✐♥❝♦♥✈.♥✐❡♥- ♠❛❥❡✉# ❞❡ ❧❛  ./✉❡♥❝❡ ❊P■ #. ✐❞❡ ❞❛♥ ❧❡ ❢❛✐- /✉❡ ❧❡ ✐♠❛❣❡  ♦♥- ❞✐ ✲
-♦#❞✉❡ ❞❛♥ ❧❛ ❞✐#❡❝-✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛ ❡✳ ❈✬❡ - ❧❛ #❛✐ ♦♥ ♣♦✉# ❧❛/✉❡❧❧❡ ♥♦✉ ❛✈♦♥ 
❛❥♦✉-. ✉♥❡ .-❛♣❡ ❞❡ ❝♦##❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❞✐ -♦# ✐♦♥ ❞❛♥ ♥♦-#❡ ❝❤❛R♥❡ ❞❡ -#❛✐-❡♠❡♥-✱ ❡- .✈❛✲
❧✉. ❧✬✐♠♣❛❝- ❞❡ ❝❡--❡ ❝♦##❡❝-✐♦♥  ✉# ❧❛ ❝❛#-♦❣#❛♣❤✐❡ #.-✐♥♦-♦♣✐/✉❡✳ ▲❡ ♦✉-✐❧ ❞.✈❡❧♦♣♣. 
7 ❝❡- ❡✛❡- ❝♦♥ -✐-✉❡♥- ✉♥❡ ❞❡✉①✐S♠❡ ❜♦R-❡ 7 ♦✉-✐❧ ✱ ✐♥-.❣#.❡ ❞❛♥ ❇❆▲❈✳
▲❡ #. ✉❧-❛- ❞❡ ♥♦-#❡ ❛♥❛❧② ❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❛❝- ❞❡ ❞✐ -♦# ✐♦♥ #.✈.❧❡♥- /✉❡ ❝❡❧❧❡ ✲❝✐
♣❡✉✈❡♥- ✐♥❞✉✐#❡ ✉♥❡ ❡##❡✉# ❞❡ ❧♦❝❛❧✐ ❛-✐♦♥ ❝♦#-✐❝❛❧❡ ❛❧❧❛♥- ❥✉ /✉✬7 ♣❧✉ ✐❡✉# ❝❡♥-✐♠S-#❡ 
❡♥ -❡#♠❡ ❞❡ ❞✐ -❛♥❝❡ ❣.♦❞. ✐/✉❡  ✉# ❧❛  ✉#❢❛❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉-  ✬❛--❡♥❞#❡ 7 ❞❡ ❡##❡✉#  ✐✲
♠✐❧❛✐#❡ ♣♦✉# -♦✉-❡ ❛✉-#❡ .-✉❞❡  ✉#❢❛❝✐/✉❡ #.❛❧✐ .❡ ❞❛♥ ❞❡ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❡①♣.#✐♠❡♥-❛❧❡ 
 ✐♠✐❧❛✐#❡ ✳ ▲❡ ❢❛✐- /✉❡ ♥♦✉ ❛②♦♥ ♠❡♥. ❝❡--❡ .-✉❞❡  ✉# ❞❡ ❞♦♥♥.❡ ❞❡ ❝❛#-♦❣#❛♣❤✐❡ #.✲
-✐♥♦-♦♣✐/✉❡ ♥♦✉ ❛ ♣❡#♠✐ ❞❡ ✈.#✐✜❡# /✉❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐ ❛-✐♦♥ ❝♦#-✐❝❛❧❡ ❞❡ ✈♦①❡❧ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡❧ 
❡ - ❡✛❡❝-✐✈❡♠❡♥- ♣❧✉ ❡①❛❝-❡ ❛♣#S ❧❛ ❝♦##❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❞✐ -♦# ✐♦♥ ✳ ■❧ ❡ - ✐♠♣♦#-❛♥- ❞❡ ♥♦✲
-❡# /✉❡ ♣❧✉ ✐❡✉# ❛♠.❧✐♦#❛-✐♦♥ -❡❝❤♥♦❧♦❣✐/✉❡ ❞✉  ② -S♠❡ ❞✬❛❝/✉✐ ✐-✐♦♥ ■❘▼ #.❞✉✐ ❡♥-
❝♦♥ ✐❞.#❛❜❧❡♠❡♥- ❧✬❡✛❡- ❞❡ ❤.-.#♦❣.♥.✐-. ❞❡ ❝❤❛♠♣  ✉# ❧❡ ✐♠❛❣❡ ❢♦♥❝-✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞S 
❧✬❛❝/✉✐ ✐-✐♦♥✳ ❯♥ ✐♠❛❣❡✉# ❞✐ ♣♦ ❛♥- ❞✬✉♥❡ ♣❧✉ ❢♦#-❡ ❜❛♥❞❡ ♣❛  ❛♥-❡ ❞❛♥ ❧❛ ❞✐#❡❝-✐♦♥
❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛ ❡ #.❞✉✐#❛✐- ❧❡ -❡♠♣ ❞✬❛❝/✉✐ ✐-✐♦♥ ❞❡ ❧✐❣♥❡ ❞❡ ❧✬❡ ♣❛❝❡✲
~k ❞❛♥ ❝❡--❡
❞✐♠❡♥ ✐♦♥✱ ❡- ❛✐♥ ✐ ❧✬❛♠♣❧❡✉# ❞❡ ❞✐ -♦# ✐♦♥ ❣.♦♠.-#✐/✉❡ ❞❛♥ ❧❡ ✐♠❛❣❡ ✳ ■❧ ❡ - ♣♦ ✲
 ✐❜❧❡ ❞✬✉-✐❧✐ ❡# ❞❡  ❤✐♠ ❞✬♦#❞#❡ ✷✱ /✉✐ ♣❡#♠❡--❡♥- ❞❡ #.❞✉✐#❡ ❝♦♥ ✐❞.#❛❜❧❡♠❡♥- ❧❡ 
❤.-.#♦❣.♥.✐-. ❞❡ ❝❤❛♠♣✳ ❉❡♣✉✐ /✉❡❧/✉❡ ❛♥♥.❡ ✱ ❝❡#-❛✐♥ ❧❛❜♦#❛-♦✐#❡  ❡  ♦♥- ./✉✐♣. 
❞✬❛♥-❡♥♥❡ ❞❡ #.❝❡♣-✐♦♥ ♠✉❧-✐✲❝❛♥❛✉① ❛✜♥ ❞❡ ❢❛✐#❡ ❞❡ ❧✬✐♠❛❣❡#✐❡ ♣❛#❛❧❧S❧❡✱ ❡- ❝❡ ❞✐ ♣♦✲
 ✐-✐❢ ❡①♣.#✐♠❡♥-❛❧ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧❡ ❞✐ -♦# ✐♦♥ ❣.♦♠.-#✐/✉❡ ❞✬✉♥ ❢❛❝-❡✉#  ✉♣.#✐❡✉# 7 ❞❡✉①✳
▲❡ ❧✐♠✐-❡ ❞❡ ❛✐#❡ ✈✐ ✉❡❧❧❡ ❞.❧✐♠✐-.❡ ♣❛# ❇❆▲❈  ♦♥- ❞.♣❧❛❝.❡ ❞❛♥ ❧❛ ❞✐#❡❝-✐♦♥
❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬❡①❝❡♥-#✐❝✐-.  ♦✉ ❧✬❡✛❡- ❞❡ ❞✐ -♦# ✐♦♥ ❣.♦♠.-#✐/✉❡ ✳ ❈❡❧❛ ❡ - ❞✉ ❛✉ ❢❛✐-
/✉❡ ❧❛ ❞✐#❡❝-✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ♣❤❛ ❡ ❡ - ❛♥-.#♦✲♣♦ -.#✐❡✉#❡ ❞❛♥ ♥♦ ❝♦♥❞✐-✐♦♥ ❡①♣.#✐✲
♠❡♥-❛❧❡ ✱ ❝❡ /✉✐ ❝♦##❡ ♣♦♥❞ ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥- 7 ❧❛ ❞✐#❡❝-✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞✬❡①❝❡♥-#✐❝✐-. ❞❛♥ 
❧❡ ❛✐#❡ ✈✐ ✉❡❧❧❡ ♣#✐♠❛✐#❡ ✳ ❊♥ #❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♦❜ ❡#✈❡ ♣❡✉ ❞❡ ❞.♣❧❛❝❡♠❡♥- ❞❡ ❧✐♠✐-❡ 
❞❛♥ ❧❛ ❞✐#❡❝-✐♦♥ ❞✬❡♥❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧✬❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐#❡✱ ♣✉✐ /✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❡ - ❣❧♦❜❛❧❡♠❡♥- ♦#-❤♦✲
❣♦♥❛❧❡ 7 ❧❛ ❞✐#❡❝-✐♦♥ ❛♥-.#♦✲♣♦ -.#✐❡✉#❡✳ ▼Y♠❡  ✐ ❧❡ ❧✐♠✐-❡ ❞✬❛✐#❡  ♦♥- ♣❡✉ ♠♦❞✐✜.❡ 
♣❛# ❧❡ ❞✐ -♦# ✐♦♥ ✱ ❧❛ ❝♦##❡❝-✐♦♥ ❞❡ ❞✐ -♦# ✐♦♥ ✐♥-❡#✈✐❡♥- ❞❛♥ ❧✬♦♣-✐♠✐ ❛-✐♦♥ ❞❡ ❝❛#-❡ 
❞❡ ♣❤❛ ❡ ❡♥ ❡①❝❡♥-#✐❝✐-. ❡- ❛♥❣❧❡ ♣♦❧❛✐#❡ ♣♦✉# ❢❛✐#❡ ❞❡ ❧❛ ✏❝❛#-♦❣#❛♣❤✐❡ #.-✐♥♦-♦♣✐/✉❡
✐♥✈❡# ❡✑✳
▲❛ ♣❧✉♣❛#- ❞❡ .-✉❞❡ ■❘▼❢  ✉# ❧❡  ② -S♠❡ ✈✐ ✉❡❧ ✐♥❝❧✉❡♥- ♣#.❛❧❛❜❧❡♠❡♥- ✉♥❡ ❝❛#-♦✲
❣#❛♣❤✐❡ ❞❡ ❝❡ ❛✐#❡ ❝❤❡③ ❧❡✉#  ✉❥❡- ✳ ▲❡ ❛❝-✐✈❛-✐♦♥ ♦❜-❡♥✉❡ ❡♥ #.♣♦♥ ❡ 7 ✉♥  -✐♠✉❧✉ 
✷✷✷
❞✬✐♥$%&'$ (♦♥$ ❡♥(✉✐$❡ ♣&♦❥❡$%❡( (✉& ❧❡ ♠'♠❡ ♠♦❞0❧❡ ❝♦&$✐❝❛❧✱ ❡$ ❧✬✐♥$❡&♣&%$❛$✐♦♥ ❞❡( &%✲
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▼❛;,❡'✬; ,❤❡;✐;✱ ❯♥✐✈❡';✐,d ▲✉♠✐g'❡ ▲②♦♥ ■■ ✲ ■◆❙❊❘▼ ❯✽✹✻✱ ✷✵✵✼✳
●✳ ▼✳ ❇♦②♥,♦♥✱ ❙✳ ❆✳ ❊♥❣❡❧✱ ●✳ ❍✳ ●❧♦✈❡'✱ ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ❍❡❡❣❡'✳ ▲✐♥❡❛' ;②;,❡♠; ❛♥❛❧②;✐; ♦❢
❢✉♥❝,✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡,✐❝ '❡;♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ✈✶✳ ❏ ◆❡✉#♦/❝✐✱ ✶✻✭✶✸✮ ✿✹✷✵✼✕✹✷✷✶✱
❏✉❧ ✶✾✾✻✳
●✳ ▼✳ ❇♦②♥,♦♥✱ ❏✳ ❇✳ ❉❡♠❜✱ ●✳ ❍✳ ●❧♦✈❡'✱ ❛♥❞ ❉✳ ❏✳ ❍❡❡❣❡'✳ ◆❡✉'♦♥❛❧ ❜❛;✐; ♦❢ ❝♦♥,'❛;,
❞✐;❝'✐♠✐♥❛,✐♦♥✳ ❱✐/✐♦♥ ❘❡/✱ ✸✾✭✷✮ ✿✷✺✼✕✷✻✾✱ ❏❛♥ ✶✾✾✾✳
❆✳ ❆ ❇'❡✇❡'✱ ❏✳ ▲✐✉✱ ❆✳ ❘✳ ❲❛❞❡✱ ❛♥❞ ❇✳ ❆✳ ❲❛♥❞❡❧❧✳ ❱✐;✉❛❧ ✜❡❧❞ ♠❛♣; ❛♥❞ ;,✐♠✉❧✉;
;❡❧❡❝,✐✈✐,② ✐♥ ❤✉♠❛♥ ✈❡♥,'❛❧ ♦❝❝✐♣✐,❛❧ ❝♦',❡①✳ ◆❛0 ◆❡✉#♦/❝✐✱ ✽✭✽✮ ✿✶✶✵✷✕✶✶✵✾✱ ❆✉❣
✷✵✵✺✳
✷✸✼
●✳ ❙✳ ❇$✐♥❞❧❡②✳ ❚❤❡ ✈❛$✐❛❜✐❧✐0② ♦❢ 0❤❡ ❤✉♠❛♥ 50$✐❛0❡ ❝♦$0❡①✳ ❏ !❤②$✐♦❧✱ ✷✷✺✭✷✮ ✿✶?✕✸?✱
❙❡♣ ✶✾✼✷✳
●✳ ❙✳ ❇$✐♥❞❧❡② ❛♥❞ ❲✳ ❙✳ ▲❡✇✐♥✳ ❚❤❡ 5❡♥5❛0✐♦♥5 ♣$♦❞✉❝❡❞ ❜② ❡❧❡❝0$✐❝❛❧ 50✐♠✉❧❛0✐♦♥ ♦❢
0❤❡ ✈✐5✉❛❧ ❝♦$0❡①✳ ❏ !❤②$✐♦❧✱ ✶✾✻✭✷✮ ✿✹✼✾✕✹✾✸✱ ▼❛② ✶✾✻✽✳
❱✳ ❇$✐♥❣✉✐❡$✱ ❋✳ ❈❤❛✈❛♥❡✱ ▲✳ ●❧❛❡5❡$✱ ❛♥❞ ❨✳ ❋$Q❣♥❛❝✳ ❍♦$✐③♦♥0❛❧ ♣$♦♣❛❣❛0✐♦♥ ♦❢ ✈✐5✉❛❧
❛❝0✐✈✐0② ✐♥ 0❤❡ 5②♥❛♣0✐❝ ✐♥0❡❣$❛0✐♦♥ ✜❡❧❞ ♦❢ ❛$❡❛ ✶✼ ♥❡✉$♦♥5✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✽✸✭✺✹✵✷✮ ✿✻✾✺✕
✻✾✾✱ ❏❛♥ ✶✾✾✾✳
❑✳ ❇$♦❞♠❛♥♥✳ ❱❡-❣❧❡✐❝❤❡♥❞❡ ▲♦❦❛❧✐$❛3✐♦♥$❧❡❤-❡ ❞❡- ●-♦$$❤✐-♥-✐♥❞❡ ✐♥ ✐❤-❡♥ !-✐♥③✐♣✐❡♥
❞❛-❣❡$3❡❧❧3 ❛✉❢ ●-✉♥❞ ❞❡$ ❩❡❧❧❡♥❜❛✉❡$✳ ❏♦❤❛♥♥ ❆♠❜$♦5✐✉5 ❇❛$0❤ ❱❡$❧❛❣✱ ✶✾✵✾✳
❘✳ ❆✳ ❇$♦♦❦5 ❛♥❞ ●✳ ❉✐ ❈❤✐$♦✳ ▼❛❣♥❡0✐❝ $❡5♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ♦❢ 50❛0✐♦♥❛$② ❜❧♦♦❞ ✿ ❛
$❡✈✐❡✇✳ ▼❡❞ !❤②$✱ ✶✹✭✻✮ ✿✾✵✸✕✾✶✸✱ ✶✾✽✼✳
❘✳ ●✳ ❇$②❛♥0✱ ❑✳ ▼❛$✐❧❧✱ ❈✳ ❇❧❛❝❦♠♦$❡✱ ❛♥❞ ❈✳ ❋$❛♥❝✐5✳ ▼❛❣♥❡0✐❝ $❡❧❛①❛0✐♦♥ ✐♥ ❜❧♦♦❞
❛♥❞ ❜❧♦♦❞ ❝❧♦05✳ ▼❛❣♥ ❘❡$♦♥ ▼❡❞✱ ✶✸✭✶✮ ✿✶✸✸✕✶✹✹✱ ❏❛♥ ✶✾✾✵✳
❏✳ ❇✉❧❧✐❡$✱ ❏✳ ▼✳ ❍✉♣Q✱ ❆✳ ❈✳ ❏❛♠❡5✱ ❛♥❞ ?✳ ●✐$❛$❞✳ ❚❤❡ $♦❧❡ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ❝♦♥♥❡❝0✐♦♥5
✐♥ 5❤❛♣✐♥❣ 0❤❡ $❡5♣♦♥5❡5 ♦❢ ✈✐5✉❛❧ ❝♦$0✐❝❛❧ ♥❡✉$♦♥5✳ !-♦❣ ❇-❛✐♥ ❘❡$✱ ✶✸✹ ✿✶✾✸✕✷✵✹✱
✷✵✵✶✳
●✳ ❚✳ ❇✉$❛❝❛5 ❛♥❞ ●✳ ▼✳ ❇♦②♥0♦♥✳ ❊✣❝✐❡♥0 ❞❡5✐❣♥ ♦❢ ❡✈❡♥0✲$❡❧❛0❡❞ ❢♠$✐ ❡①♣❡$✐♠❡♥05
✉5✐♥❣ ♠✲5❡_✉❡♥❝❡5✳ ◆❡✉-♦✐♠❛❣❡✱ ✶✻✭✸ ?0 ✶✮ ✿✽✵✶✕✽✶✸✱ ❏✉❧ ✷✵✵✷✳
▼✳ ❆✳ ❇✉$♦❝❦✱ ❘✳ ▲✳ ❇✉❝❦♥❡$✱ ▼✳ ●✳ ❲♦❧❞♦$✛✱ ❇✳ ❘✳ ❘♦5❡♥✱ ❛♥❞ ❆✳ ▼✳ ❉❛❧❡✳ ❘❛♥✲
❞♦♠✐③❡❞ ❡✈❡♥0✲$❡❧❛0❡❞ ❡①♣❡$✐♠❡♥0❛❧ ❞❡5✐❣♥5 ❛❧❧♦✇ ❢♦$ ❡①0$❡♠❡❧② $❛♣✐❞ ♣$❡5❡♥0❛0✐♦♥
$❛0❡5 ✉5✐♥❣ ❢✉♥❝0✐♦♥❛❧ ♠$✐✳ ◆❡✉-♦-❡♣♦-3✱ ✾✭✶✻✮ ✿✸✼✸✺✕✸✼✸✾✱ ◆♦✈ ✶✾✾✽✳
❘✳ ❇✳ ❇✉①0♦♥ ❛♥❞ ▲✳ ❘✳ ❋$❛♥❦✳ ❆ ♠♦❞❡❧ ❢♦$ 0❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❜❡0✇❡❡♥ ❝❡$❡❜$❛❧ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇
❛♥❞ ♦①②❣❡♥ ♠❡0❛❜♦❧✐5♠ ❞✉$✐♥❣ ♥❡✉$❛❧ 50✐♠✉❧❛0✐♦♥✳ ❏ ❈❡-❡❜ ❇❧♦♦❞ ❋❧♦✇ ▼❡3❛❜✱ ✶✼
✭✶✮ ✿✻✹✕✼✷✱ ❏❛♥ ✶✾✾✼✳
?✳ ❈❛❝❤✐❡$✱ ❏✳❋✳ ▼❛♥❣✐♥✱ ❳✳ ?❡♥♥❡❝✱ ❉✳ ❘✐✈✐d$❡✱ ❉✳ ?❛♣❛❞♦♣♦✉❧♦5✲❖$❢❛♥♦5✱ ❏✳ ❘Q❣✐5✱
❛♥❞ ◆✳ ❆②❛❝❤❡✳ ▼✉❧0✐5✉❜❥❡❝0 ♥♦♥✲$✐❣✐❞ $❡❣✐50$❛0✐♦♥ ♦❢ ❜$❛✐♥ ♠$✐ ✉5✐♥❣ ✐♥0❡♥5✐0② ❛♥❞
❣❡♦♠❡0$✐❝ ❢❡❛0✉$❡5✳ ■♥ ■♥ !-♦❝✳ ✹3❤ ▼■❈❈❆■✱ ♣❛❣❡5 ✼✸✹✕✼✹✷✱ ✷✵✵✶✳
❏✳ ❙✳ ❈❛♥0✱ ❙✳ ❘✳ ❆$♥♦00✱ ❛♥❞ ▼✳ ❆✳ ●♦♦❞❛❧❡✳ ❢♠$✲❛❞❛♣0❛0✐♦♥ $❡✈❡❛❧5 5❡♣❛$❛0❡ ♣$♦❝❡55✐♥❣
$❡❣✐♦♥5 ❢♦$ 0❤❡ ♣❡$❝❡♣0✐♦♥ ♦❢ ❢♦$♠ ❛♥❞ 0❡①0✉$❡ ✐♥ 0❤❡ ❤✉♠❛♥ ✈❡♥0$❛❧ 50$❡❛♠✳ ❊①♣
❇-❛✐♥ ❘❡$✱ ✶✾✷✭✸✮ ✿✸✾✶✕✹✵✺✱ ❏❛♥ ✷✵✵✾✳
❱✳ ❆✳ ❈❛5❛❣$❛♥❞❡✳ ❆ 0❤✐$❞ ♣❛$❛❧❧❡❧ ✈✐5✉❛❧ ♣❛0❤✇❛② 0♦ ♣$✐♠❛0❡ ❛$❡❛ ✈✶✳ ❚-❡♥❞$ ◆❡✉-♦$❝✐✱
✶✼✭✼✮ ✿✸✵✺✕✸✶✵✱ ❏✉❧ ✶✾✾✹✳
❏✳❘✳ ❈❛✈❛♥❛✉❣❤✱ ❲✳ ❇❛✐$✱ ❛♥❞ ❏✳❆✳ ▼♦✈5❤♦♥✳ ◆❛0✉$❡ ❛♥❞ ✐♥0❡$❛❝0✐♦♥ ♦❢ 5✐❣♥❛❧5 ❢$♦♠
0❤❡ $❡❝❡♣0✐✈❡ ✜❡❧❞ ❝❡♥0❡$ ❛♥❞ 5✉$$♦✉♥❞ ✐♥ ♠❛❝❛_✉❡ ✈✶ ♥❡✉$♦♥5✳ ❏ ◆❡✉-♦♣❤②$✐♦❧✱ ✽✽
✭✺✮ ✿✷✺✸✵✕✷✺✹✻✱ ◆♦✈ ✷✵✵✷✳
❆✳ ❈❤❡❤✐❦✐❛♥✳ ■♠❛❣❡ 5❡❣♠❡♥0❛0✐♦♥ ❜② ❝♦♥0♦✉$5 ❛♥❞ $❡❣✐♦♥5 ❝♦♦♣❡$❛0✐♦♥✳ ❙✐❣♥❛❧ !-♦✲
❝❡$$✐♥❣✱ ✼✽✭✸✮ ✿✸✷✾✕✸✹✼✱ ✶✾✾✾✳
✷✸✽
▲✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ●✳ ❲❛❣❡♥❦♥❡❝❤-✳ ❆✉-♦♠❛-❡❞ -♦♣♦❧♦❣② ❝♦55❡❝-✐♦♥ ❢♦5 ❤✉♠❛♥ ❜5❛✐♥ 9❡❣✲
♠❡♥-❛-✐♦♥✳ ■♥ ▼❡❞✐❝❛❧ ■♠❛❣❡ ❈♦♠♣✉.✐♥❣ ❛♥❞ ❈♦♠♣✉.❡0✲❆33✐3.❡❞ ■♥.❡0✈❡♥.✐♦♥ ✭▼■❈✲
❈❆■✮✱ ✷✵✵✻✳
◆✳ ❑✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ❆✳ ▼✳ ❲②5✇✐❝③✳ ❈♦55❡❝-✐♦♥ ❢♦5 ❡♣✐ ❞✐9-♦5-✐♦♥9 ✉9✐♥❣ ♠✉❧-✐✲❡❝❤♦
❣5❛❞✐❡♥-✲❡❝❤♦ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ▼❛❣♥ ❘❡3♦♥ ▼❡❞✱ ✹✶✭✻✮ ✿✶✷✵✻✕✶✷✶✸✱ ❏✉♥ ✶✾✾✾✳
❱✳ ❏✳ ❈❤❡♥ ❛♥❞ ▼✳ ❉✬❩♠✉5❛✳ ❚❡9- ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡5❣❡♥❝❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦5 ❝♦❧♦5 -5❛♥9♣❛5❡♥❝②
♣❡5❝❡♣-✐♦♥✳ 8❡0❝❡♣.✐♦♥✱ ✷✼✭✺✮ ✿✺✾✺✕✻✵✽✱ ✶✾✾✽✳
❈✳ ❈❤❡5♥✐❛❦✱ ❩✳ ▼♦❦❤-❛5③❛❞❛✱ ❘✳ ❘♦❞5✐❣✉❡③✲❊9-❡❜❛♥✱ ❛♥❞ ❑✳ ❈❤❛♥❣✐③✐✳ ●❧♦❜❛❧ ♦♣-✐✲
♠✐③❛-✐♦♥ ♦❢ ❝❡5❡❜5❛❧ ❝♦5-❡① ❧❛②♦✉-✳ 80♦❝ ◆❛.❧ ❆❝❛❞ ❙❝✐ ❯ ❙ ❆✱ ✶✵✶✭✹✮ ✿✶✵✽✶✕✶✵✽✻✱
❏❛♥ ✷✵✵✹✳
●✳ ❊✳ ❈❤5✐9-❡♥9❡♥✱ ❘✳ ❉✳ ❘❛❜❜✐--✱ ❛♥❞ ▼✳ ■✳ ▼✐❧❧❡5✳ ✸❞ ❜5❛✐♥ ♠❛♣♣✐♥❣ ✉9✐♥❣ ❛ ❞❡❢♦5♠❛❜❧❡
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❝❛$✐♦♥✳ ❙♣&✐♥❣❡&✲❱❡&❧❛❣✱ ✶✾✾✽✳
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▲✳ ❙❝❤✇❛❜❡✱ ❑✳ ❖❜❡,♠❛②❡,✱ ❆✳ ❆♥❣❡❧✉❝❝✐✱ ❛♥❞ 6✳ ❈✳ ❇,❡99❧♦✛✳ ❚❤❡ ,♦❧❡ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ✐♥
9❤❛♣✐♥❣ @❤❡ ❡①@,❛✲❝❧❛99✐❝❛❧ ,❡❝❡♣@✐✈❡ ✜❡❧❞ ♦❢ ❝♦,@✐❝❛❧ ♥❡✉,♦♥9 ✿ ❛ ,❡❝✉,,❡♥@ ♥❡@✇♦,❦
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❈✳ ❙❝❤✇❛,③❜❛✉❡, ❛♥❞ ❲✳ ❍❡✐♥❦❡✳ ■♥✈❡9@✐❣❛@✐♥❣ @❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦❧❞ ❝♦♥@,❛9@ ♦♥
♦①✐❞❛@✐✈❡ ♠❡@❛❜♦❧✐9♠✳ ▼❛❣♥ ❘❡&♦♥ ▼❡❞✱ ✹✶✭✸✮ ✿✺✸✼✕✺✹✸✱ ▼❛, ✶✾✾✾✳
❘✳ ❏✳ ❙❡✐@③ ❛♥❞ 6✳ ❊✳ ❘♦❧❛♥❞✳ ❱✐❜,❛@♦,② 9@✐♠✉❧❛@✐♦♥ ✐♥❝,❡❛9❡9 ❛♥❞ ❞❡❝,❡❛9❡9 @❤❡ ,❡❣✐♦♥❛❧
❝❡,❡❜,❛❧ ❜❧♦♦❞ ✢♦✇ ❛♥❞ ♦①✐❞❛@✐✈❡ ♠❡@❛❜♦❧✐9♠ ✿ ❛ ♣♦9✐@,♦♥ ❡♠✐99✐♦♥ @♦♠♦❣,❛♣❤② ✭♣❡@✮
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▼✳ ■✳ ❙❡,❡♥♦✱ ❈✳ ❚✳ ▼❝❉♦♥❛❧❞✱ ❛♥❞ ❏✳ ▼✳ ❆❧❧♠❛♥✳ ❆♥❛❧②9✐9 ♦❢ ,❡@✐♥♦@♦♣✐❝ ♠❛♣9 ✐♥
❡①@,❛9@,✐❛@❡ ❝♦,@❡①✳ ❈❡$❡❜ ❈♦$0❡①✱ ✹✭✻✮ ✿✻✵✶✕✻✷✵✱ ✶✾✾✹✳
▼✳ ■✳ ❙❡,❡♥♦✱ ❆✳ ▼✳ ❉❛❧❡✱ ❏✳ ❇✳ ❘❡♣♣❛9✱ ❑✳ ❑✳ ❑✇♦♥❣✱ ❏✳ ❲✳ ❇❡❧❧✐✈❡❛✉✱ ❚✳ ❏✳ ❇,❛❞②✱
❇✳ ❘✳ ❘♦9❡♥✱ ❛♥❞ ❘✳ ❇✳ ❚♦♦@❡❧❧✳ ❇♦,❞❡,9 ♦❢ ♠✉❧@✐♣❧❡ ✈✐9✉❛❧ ❛,❡❛9 ✐♥ ❤✉♠❛♥9 ,❡✈❡❛❧❡❞
❜② ❢✉♥❝@✐♦♥❛❧ ♠❛❣♥❡@✐❝ ,❡9♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✻✽✭✺✷✶✷✮ ✿✽✽✾✕✽✾✸✱ ▼❛② ✶✾✾✺✳
❑✐❧❡② ❙❡②♠♦✉,✱ ❈♦❧✐♥ ❲ ● ❈❧✐✛♦,❞✱ ◆✐❦♦9 ❑ ▲♦❣♦@❤❡@✐9✱ ❛♥❞ ❆♥❞,❡❛9 ❇❛,@❡❧9✳ ❈♦❞✐♥❣
❛♥❞ ❜✐♥❞✐♥❣ ♦❢ ❝♦❧♦, ❛♥❞ ❢♦,♠ ✐♥ ✈✐9✉❛❧ ❝♦,@❡①✳ ❈❡$❡❜ ❈♦$0❡①✱ ❉❡❝ ✷✵✵✾✳ ❞♦✐ ✿
✶✵✳✶✵✾✸✴❝❡,❝♦,✴❜❤♣✷✻✺✳ ❯❘▲ ❤!!♣✿✴✴❞①✳❞♦✐✳♦*❣✴✶✵✳✶✵✾✸✴❝❡*❝♦*✴❜❤♣✷✻✺ ✳
❙✳ ❙❤✐♣♣✱ ❏✳ ❉✳ ❲❛@9♦♥✱ ❘✳ ❙✳ ❋,❛❝❦♦✇✐❛❦✱ ❛♥❞ ❙✳ ❩❡❦✐✳ ❘❡@✐♥♦@♦♣✐❝ ♠❛♣9 ✐♥ ❤✉♠❛♥
♣,❡9@,✐❛@❡ ✈✐9✉❛❧ ❝♦,@❡① ✿ @❤❡ ❞❡♠❛,❝❛@✐♦♥ ♦❢ ❛,❡❛9 ✈✷ ❛♥❞ ✈✸✳ ◆❡✉$♦✐♠❛❣❡✱ ✷✭✷✮ ✿
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❆✳ ❙❤♠✉❡❧✱ ▼✳ ❑♦,♠❛♥✱ ❆✳ ❙@❡,❦✐♥✱ ▼✳ ❍❛,❡❧✱ ❙✳ ❯❧❧♠❛♥✱ ❘✳ ▼❛❧❛❝❤✱ ❛♥❞ ❆✳ ●,✐♥✈❛❧❞✳
❘❡@✐♥♦@♦♣✐❝ ❛①✐9 9♣❡❝✐✜❝✐@② ❛♥❞ 9❡❧❡❝@✐✈❡ ❝❧✉9@❡,✐♥❣ ♦❢ ❢❡❡❞❜❛❝❦ ♣,♦❥❡❝@✐♦♥9 ❢,♦♠ ✈✷
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✐♠❛❣✐♥❣ ❛♥❞ 9♣❡❝@,♦9❝♦♣② ,❡✈❡❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐9♠9 ✉♥❞❡,❧②✐♥❣ @❤❡ ✐♥@,✐♥9✐❝ 9✐❣♥❛❧ ❛♥❞ 9@❛✲
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❇$❛✐♥ ▼❛♣♣✱ ✶✽✭✶✮ ✿✷✷✕✷✾✱ ❏❛♥ ✷✵✵✸✳
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❙✳ ❉✳ ❙❧♦@♥✐❝❦✱ ❙✳ ❆✳ ❑❧❡✐♥✱ ❚✳ ❈❛,♥❡②✱ ❛♥❞ ❊✳ ❊✳ ❙✉@@❡,✳ ❊❧❡❝@,♦♣❤②9✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡9@✐♠❛@❡
♦❢ ❤✉♠❛♥ ❝♦,@✐❝❛❧ ♠❛❣♥✐✜❝❛@✐♦♥✳ ❈❧✐♥ ◆❡✉$♦♣❤②&✐♦❧✱ ✶✶✷✭✼✮ ✿✶✸✹✾✕✶✸✺✻✱ ❏✉❧ ✷✵✵✶✳
❆✳❚✳ ❙♠✐@❤✱ ▼✳❲✳ ●,❡❡♥❧❡❡✱ ❑✳❉✳ ❙✐♥❣❤ ❑✱ ❋✳▼✳ ❑,❛❡♠❡,✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍❡♥♥✐❣✳ ❚❤❡ ♣,♦❝❡9✲
9✐♥❣ ♦❢ ✜,9@✲ ❛♥❞ 9❡❝♦♥❞✲♦,❞❡, ♠♦@✐♦♥ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ✈✐9✉❛❧ ❝♦,@❡① ❛99❡99❡❞ ❜② ❢✉♥❝@✐♦♥❛❧
♠❛❣♥❡@✐❝ ,❡9♦♥❛♥❝❡ ✐♠❛❣✐♥❣ ✭❢♠,✐✮✳ ❏ ◆❡✉$♦&❝✐✱ ✶✽ ✿✸✽✶✻✕✸✵✱ ✶✾✾✽✳
❉✳ ❙♦♠❡,9✱ ❱✳ ❉,❛❣♦✐✱ ❛♥❞ ▼✳ ❙✉,✳ ❚❤❡ ❈❛0 =$✐♠❛$② ❱✐&✉❛❧ ❈♦$0❡①✱ ❝❤❛♣@❡, ❖,✐❡♥@❛@✐♦♥
9❡❧❡❝@✐✈✐@② ❛♥❞ ✐@9 ♠♦❞✉❧❛@✐♦♥ ❜② ❧♦❝❛❧ ❛♥❞ ❧♦♥❣✲,❛♥❣❡ ❝♦♥♥❡❝@✐♦♥9 ✐♥ ✈✐9✉❛❧ ❝♦,@❡①✱
♣❛❣❡9 ✹✼✶✕✺✷✵✳ ❆❝❛❞❡♠✐❝ 6,❡99✱ ✷✵✵✷✳
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✐♠❛❣✐♥❣ ✐♥ ❛ ❢/❛❝$✐♦♥ ♦❢ ❛ 3❡❝♦♥❞✳ ❙❝✐❡♥❝❡✱ ✷✺✹✭✺✵✷✽✮ ✿✹✸✕✺✵✱ ❖❝$ ✶✾✾✶✳
❍✳ ❙$❡✐♥♠❡$③✱ ●✳ ❋M/3$✱ ❛♥❞ ❍✳ ❏✳ ❋/❡✉♥❞✳ ❱❛/✐❛$✐♦♥ ♦❢ ♣❡/✐3②❧✈✐❛♥ ❛♥❞ ❝❛❧❝❛/✐♥❡ ❛♥❛$♦✲
♠✐❝ ❧❛♥❞♠❛/❦3 ✇✐$❤✐♥ 3$❡/❡♦$❛①✐❝ ♣/♦♣♦/$✐♦♥❛❧ ❝♦♦/❞✐♥❛$❡3✳ ❆❏◆❘ ❆♠ ❏ ◆❡✉+♦+❛❞✐♦❧✱
✶✶✭✻✮ ✿✶✶✷✸✕✶✶✸✵✱ ✶✾✾✵✳
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9✳ ❲❤❡❛%❡.✱ ❱✳ ❉❛♥✐❡❧&✱ ❛♥❞ ●✳ ❇✉.❦✐%%✳ ❋✉♥❝%✐♦♥❛❧ ❍✐3%♦❧♦❣②✳ ▼❊❉❙■✴▼❝●❘❆❲✲
❍✐▲▲✱ ✶✾✼✾✳
❲✳ ❲✐❝❤♠❛♥♥ ❛♥❞ ❲✳ ▼a❧❧❡.✲❋♦.❡❧❧✳ ❆♥❛%♦♠② ♦❢ %❤❡ ✈✐&✉❛❧ &②&%❡♠✳ ❊✉" ❏ ❘❛❞✐♦❧✱ ✹✾
✭✶✮ ✿✽✕✸✵✱ ❏❛♥ ✷✵✵✹✳
❚✳ ◆✳ ❲✐❡&❡❧✱ ❉✳ ❍✳ ❍✉❜❡❧✱ ❛♥❞ ❉✳ ▼✳ ▲❛♠✳ ❆✉%♦.❛❞✐♦❣.❛♣❤✐❝ ❞❡♠♦♥&%.❛%✐♦♥ ♦❢ ♦❝✉❧❛.✲
❞♦♠✐♥❛♥❝❡ ❝♦❧✉♠♥& ✐♥ %❤❡ ♠♦♥❦❡② &%.✐❛%❡ ❝♦.%❡① ❜② ♠❡❛♥& ♦❢ %.❛♥&♥❡✉.♦♥❛❧ %.❛♥&✲
♣♦.%✳ ❇"❛✐♥ ❘❡3✱ ✼✾✭✷✮ ✿✷✼✸✕✷✼✾✱ ❖❝% ✶✾✼✹✳
❍✳ ❘✳ ❲✐❧&♦♥ ❛♥❞ ❋✳ ❲✐❧❦✐♥&♦♥✳ ❉❡%❡❝%✐♦♥ ♦❢ ❣❧♦❜❛❧ &%.✉❝%✉.❡ ✐♥ ❣❧❛&& ♣❛%%❡.♥& ✿
✐♠♣❧✐❝❛%✐♦♥& ❢♦. ❢♦.♠ ✈✐&✐♦♥✳ ❱✐3✐♦♥ ❘❡3✱ ✸✽✭✶✾✮ ✿✷✾✸✸✕✷✾✹✼✱ ❖❝% ✶✾✾✽✳
❏✳ ❲✐♥❛✇❡.✱ ❍✳ ❍♦.✐❣✉❝❤✐✱ ❘✳ ❆✳ ❙❛②.❡&✱ ❑✳ ❆♠❛♥♦✱ ❛♥❞ ❇✳ ❆✳ ❲❛♥❞❡❧❧✳ ▼❛♣♣✐♥❣ ❤✈✹
❛♥❞ ✈❡♥%.❛❧ ♦❝❝✐♣✐%❛❧ ❝♦.%❡① ✿ ❚❤❡ ✈❡♥♦✉& ❡❝❧✐♣&❡✳ ❏♦✉"♥❛❧ ♦❢ ✈✐3✐♦♥✱ ✶✵ ✿✶✕✷✷✱ ✷✵✶✵✳
❘✳ 9✳ ❲♦♦❞&✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦. ✐♥%❡.❣.♦✉♣ ❝♦♠♣❛.✐&♦♥& ♦❢ ✐♠❛❣✐♥❣ ❞❛%❛✳ ◆❡✉"♦✐♠❛❣❡✱ ✹✭✸
9% ✸✮ ✿❙✽✹✕❙✾✹✱ ❉❡❝ ✶✾✾✻✳
❘✳ 9✳ ❲♦♦❞&✱ ❙✳ ❚✳ ●.❛❢%♦♥✱ ❈✳ ❏✳ ❍♦❧♠❡&✱ ❙✳ ❘✳ ❈❤❡..②✱ ❛♥❞ ❏✳ ❈✳ ▼❛③③✐♦%%❛✳ ❆✉%♦♠❛%❡❞
✐♠❛❣❡ .❡❣✐&%.❛%✐♦♥ ✿ ■✳ ❣❡♥❡.❛❧ ♠❡%❤♦❞& ❛♥❞ ✐♥%.❛&✉❜❥❡❝%✱ ✐♥%.❛♠♦❞❛❧✐%② ✈❛❧✐❞❛%✐♦♥✳ ❏
❈♦♠♣✉% ❆33✐3% ❚♦♠♦❣"✱ ✷✷✭✶✮ ✿✶✸✾✕✶✺✷✱ ✶✾✾✽✳
◆✳ ❲♦%❛✇❛✳ ▲♦✇✲❧❡✈❡❧ ✈✐&✉❛❧ ❝♦.%❡① ❛♥❞ ♠♦%✐♦♥ ♣❡.❝❡♣%✐♦♥ ✿ ❛♥ ♠.✐ &%✉❞②✳ ▼❛&%❡.✬&
%❤❡&✐&✱ ■◆❘■❆ ✲ ❯♥✐✈❡.&✐%② ♦❢ ◆✐❝❡✲❙♦♣❤✐❛ ❆♥%✐♣♦❧✐&✱ ✷✵✵✻✳
❉✳ ❍✳ ❲✉✱ ❏✳ ❙✳ ▲❡✇✐♥✱ ❛♥❞ ❏✳ ▲✳ ❉✉❡.❦✳ ■♥❛❞❡f✉❛❝② ♦❢ ♠♦%✐♦♥ ❝♦..❡❝%✐♦♥ ❛❧❣♦.✐%❤♠&
✐♥ ❢✉♥❝%✐♦♥❛❧ ♠.✐ ✿ .♦❧❡ ♦❢ &✉&❝❡♣%✐❜✐❧✐%②✲✐♥❞✉❝❡❞ ❛.%✐❢❛❝%&✳ ❏ ▼❛❣♥ ❘❡3♦♥ ■♠❛❣✐♥❣✱ ✼
✭✷✮ ✿✸✻✺✕✸✼✵✱ ✶✾✾✼✳
❨✳ ❨❛♥❣✱ ❍✳ ❲❡♥✱ ❱✳ ❙✳ ▼❛%%❛②✱ ❘✳ ❙✳ ❇❛❧❛❜❛♥✱ ❏✳ ❆✳ ❋.❛♥❦✱ ❛♥❞ ❏✳ ❍✳ ❉✉②♥✳ ❈♦♠♣❛.✐&♦♥
♦❢ ✸❞ ❜♦❧❞ ❢✉♥❝%✐♦♥❛❧ ♠.✐ ✇✐%❤ &♣✐.❛❧ ❛❝f✉✐&✐%✐♦♥ ❛% ✶✳✺ ❛♥❞ ✹✳✵ %✳ ◆❡✉"♦✐♠❛❣❡✱ ✾✭✹✮ ✿
✹✹✻✕✹✺✶✱ ❆♣. ✶✾✾✾✳
▼✳ ❆✳ ❨❛&&❛ ❛♥❞ ❈✳❊✳ ❙%❛.❦✳ ❆ f✉❛♥%✐%❛%✐✈❡ ❡✈❛❧✉❛%✐♦♥ ♦❢ ❝.♦&&✲♣❛.%✐❝✐♣❛♥% .❡❣✐&%.❛%✐♦♥
%❡❝❤♥✐f✉❡& ❢♦. ♠.✐ &%✉❞✐❡& ♦❢ %❤❡ ♠❡❞✐❛❧ %❡♠♣♦.❛❧ ❧♦❜❡✳ ◆❡✉"♦✐♠❛❣❡✱ ✹✹ ✿✸✶✾✕✸✷✼✱
✷✵✵✾✳
✷✻✵
▼✳ "✳ ❨♦✉♥❣✳ ❖❜❥❡❝-✐✈❡ ❛♥❛❧②3✐3 ♦❢ -❤❡ -♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦7❣❛♥✐③❛-✐♦♥ ♦❢ -❤❡ ♣7✐♠❛-❡ ❝♦7-✐❝❛❧
✈✐3✉❛❧ 3②3-❡♠✳ ◆❛"✉$❡✱ ✸✺✽✭✻✸✽✷✮ ✿✶✺✷✕✶✺✺✱ ❏✉❧ ✶✾✾✷✳
◗✳ ❩❛✐❞✐✳ ■♥ ❈♦❧♦$ ❱✐-✐♦♥ ✿ ❢$♦♠ ❣❡♥❡- "♦ ♣❡$❝❡♣"✐♦♥✱ ❝❤❛♣-❡7 ❈♦❧♦7 ❛♥❞ ❜7✐❣❤-♥❡33
✐♥❞✉❝-✐♦♥ ✿ ❢7♦♠ ▼❛❝❤ ❜❛♥❞3 -♦ ✸✲❉ ❝♦♥✜❣✉7❛-✐♦♥3✳ ❈❛♠❜7✐❞❣❡ ❯♥✐✈❡73✐-② "7❡33✱
◆❡✇ ❨♦7❦✱ ✶✾✾✾✳
❊✳ ❩❛7❛❤♥✱ ●✳ ❆❣✉✐77❡✱ ❛♥❞ ▼✳ ❉✬❊3♣♦3✐-♦✳ ❆ -7✐❛❧✲❜❛3❡❞ ❡①♣❡7✐♠❡♥-❛❧ ❞❡3✐❣♥ ❢♦7 ❢♠7✐✳
◆❡✉$♦✐♠❛❣❡✱ ✻✭✷✮ ✿✶✷✷✕✶✸✽✱ ❆✉❣ ✶✾✾✼✳
❙✳ ❩❡❦✐✳ ❆ ❝❡♥-✉7② ♦❢ ❝❡7❡❜7❛❧ ❛❝❤7♦♠❛-♦♣3✐❛✳ ❇$❛✐♥✱ ✶✶✸ ✭ "- ✻✮ ✿✶✼✷✶✕✶✼✼✼✱ ❉❡❝ ✶✾✾✵✳
❙✳ ❩❡❦✐✳ ❆ ✈✐-✐♦♥ ♦❢ "❤❡ ❜$❛✐♥✳ ❇❧❛❝❦✇❡❧❧ ❙❝✐❡♥-✐✜❝ "✉❜❧✐❝❛-✐♦♥3✱ ✶✾✾✸✳
❙✳ ❩❡❦✐✳ ▲♦❝❛❧✐③❛-✐♦♥ ❛♥❞ ❣❧♦❜❛❧✐③❛-✐♦♥ ✐♥ ❝♦♥3❝✐♦✉3 ✈✐3✐♦♥✳ ❆♥♥✉ ❘❡✈ ◆❡✉$♦-❝✐✱ ✷✹ ✿
✺✼✕✽✻✱ ✷✵✵✶✳
❙✳ ❩❡❦✐ ❛♥❞ ❑✳ ▼♦✉-♦✉33✐3✳ ❚❡♠♣♦7❛❧ ❤✐❡7❛7❝❤② ♦❢ -❤❡ ✈✐3✉❛❧ ♣❡7❝❡♣-✐✈❡ 3②3-❡♠3 ✐♥ -❤❡
♠♦♥❞7✐❛♥ ✇♦7❧❞✳ :$♦❝ ❇✐♦❧ ❙❝✐✱ ✷✻✹✭✶✸✽✼✮ ✿✶✹✶✺✕✶✹✶✾✱ ❖❝- ✶✾✾✼✳
❙✳ ❩❡❦✐✱ ❏✳ ❉✳ ❲❛-3♦♥✱ ❈✳ ❏✳ ▲✉❡❝❦✱ ❑✳ ❏✳ ❋7✐3-♦♥✱ ❈✳ ❑❡♥♥❛7❞✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙✳ ❋7❛❝❦♦✇✐❛❦✳ ❆
❞✐7❡❝- ❞❡♠♦♥3-7❛-✐♦♥ ♦❢ ❢✉♥❝-✐♦♥❛❧ 3♣❡❝✐❛❧✐③❛-✐♦♥ ✐♥ ❤✉♠❛♥ ✈✐3✉❛❧ ❝♦7-❡①✳ ❏ ◆❡✉$♦-❝✐✱
✶✶✭✸✮ ✿✻✹✶✕✻✹✾✱ ▼❛7 ✶✾✾✶✳
❙✳ ❩❡❦✐✱ ❉✳ ❏✳ ▼❝❑❡❡❢7②✱ ❆✳ ❇❛7-❡❧3✱ ❛♥❞ ❘✳ ❙✳ ❋7❛❝❦♦✇✐❛❦✳ ❍❛3 ❛ ♥❡✇ ❝♦❧♦7 ❛7❡❛ ❜❡❡♥
❞✐3❝♦✈❡7❡❞ ❄ ◆❛" ◆❡✉$♦-❝✐✱ ✶✭✺✮ ✿✸✸✺✕✸✸✻✱ ❙❡♣ ✶✾✾✽✳
❙✳ ▼✳ ❩❡❦✐✳ ❋✉♥❝-✐♦♥❛❧ 3♣❡❝✐❛❧✐3❛-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ✈✐3✉❛❧ ❝♦7-❡① ♦❢ -❤❡ 7❤❡3✉3 ♠♦♥❦❡②✳ ◆❛"✉$❡✱
✷✼✹✭✺✻✼✵✮ ✿✹✷✸✕✹✷✽✱ ❆✉❣ ✶✾✼✽❛✳
❙✳ ▼✳ ❩❡❦✐✳ ❯♥✐❢♦7♠✐-② ❛♥❞ ❞✐✈❡73✐-② ♦❢ 3-7✉❝-✉7❡ ❛♥❞ ❢✉♥❝-✐♦♥ ✐♥ 7❤❡3✉3 ♠♦♥❦❡②
♣7❡3-7✐❛-❡ ✈✐3✉❛❧ ❝♦7-❡①✳ ❏ :❤②-✐♦❧✱ ✷✼✼ ✿✷✼✸✕✷✾✵✱ ❆♣7 ✶✾✼✽❜✳
❏✳ ❩✐❤❧✱ ❉✳ ✈♦♥ ❈7❛♠♦♥✱ ❛♥❞ ◆✳ ▼❛✐✳ ❙❡❧❡❝-✐✈❡ ❞✐3-✉7❜❛♥❝❡ ♦❢ ♠♦✈❡♠❡♥- ✈✐3✐♦♥ ❛❢-❡7
❜✐❧❛-❡7❛❧ ❜7❛✐♥ ❞❛♠❛❣❡✳ ❇$❛✐♥✱ ✶✵✻ ✭"- ✷✮ ✿✸✶✸✕✸✹✵✱ ❏✉♥ ✶✾✽✸✳
❑✳ ❩✐❧❧❡3✱ ❊✳ ❆7♠3-7♦♥❣✱ ❆✳ ❙❝❤❧❡✐❝❤❡7✱ ❛♥❞ ❍✳ ❏✳ ❑7❡-3❝❤♠❛♥♥✳ ❚❤❡ ❤✉♠❛♥ ♣❛--❡7♥ ♦❢
❣②7✐✜❝❛-✐♦♥ ✐♥ -❤❡ ❝❡7❡❜7❛❧ ❝♦7-❡①✳ ❆♥❛" ❊♠❜$②♦❧ ✭❇❡$❧✮✱ ✶✼✾✭✷✮ ✿✶✼✸✕✶✼✾✱ ✶✾✽✽✳
❑✳ ❩✐❧❧❡3✱ ❆✳ ❙❝❤❧❡✐❝❤❡7✱ ❈✳ ▲❛♥❣❡♠❛♥♥✱ ❑✳ ❆♠✉♥-3✱ "✳ ▼♦7♦3❛♥✱ ◆✳ "❛❧♦♠❡7♦✲
●❛❧❧❛❣❤❡7✱ ❚✳ ❙❝❤♦7♠❛♥♥✱ ❍✳ ▼♦❤❧❜❡7❣✱ ❯✳ ❇✉❡7❣❡❧✱ ❛♥❞ ❍✳ ❙-❡✐♥♠❡-③✳ ◗✉❛♥-✐-❛-✐✈❡
❛♥❛❧②3✐3 ♦❢ 3✉❧❝✐ ✐♥ -❤❡ ❤✉♠❛♥ ❝❡7❡❜7❛❧ ❝♦7-❡① ✿ ❉❡✈❡❧♦♣♠❡♥-✱ 7❡❣✐♦♥❛❧ ❤❡-❡7♦❣❡♥❡✐-②✱
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